CADERNOS DE ASTRONOMIA - vol. 3, n°1 (2022)
Divulgagao Cientifica, Ciéncia € Sociedade

O modelo atémico de Bohr e o inicio da mecanica quantica

Alan M. Velasquez-Toribio
Universidade Federal do Espirito Santo

Resumo

Neste artigo apresentamos de forma resumida o modelo de Bohr com seus principais desenvolvimentos e a
importéncia deste modelo para o inicio da mecénica quantica. Consideramos o contexto no qual a teoria de
Bohr é desenvolvida e seu grande sucesso para explicar a estrutura da matéria. Discutimos sua generalizagao
mediante a introducao das regras de quantizagao e a relevaincia do principio de correspondéncia. Mostramos
como o problema da interacao entre dtomos e a radiacao eletromagnética levaram a teoria de Bohr a atingir
seus limites. Também, brevemente, apresentamos a teoria BKS (Bohr-Kramers-Slater) com a qual ficam
evidentes as inconsisténcias da teoria. No entanto, destacamos que a teoria de Bohr proporcionou a Heisenberg
as ferramentas necesséarias para formular o primeiro artigo sobre mecanica quantica.

Abstract

In this article we briefly present the Bohr model with its main developments and the importance of this model
for the beginning of quantum mechanics. We consider the context in which Bohr’s theory is developed and
its great success in explaining the structure of matter. We discuss its generalization through the introduction
of quantization rules and the importance of the correspondence principle. We show how the problem of the
interaction between atoms and electromagnetic radiation pushed Bohr’s theory to reach its limits. We also
briefly show the BKS theory (Bohr-Kramers-Slater) with which the inconsistencies of the theory are also
evident. However, we emphasize that Bohr’s theory provides Heisenberg with the tools to formulate the first
paper on quantum mechanics.

Palavras-chave: d4tomo, modelo de Bohr, regras de quantizacao, principio de correspondéncia.
Keywords: atom, Bohr model, quantization rules, correspondence principle.

DOT: 10.47456/Cad.Astro.v3n1.35812

1 Introdugao obra "Cartas a Her6doto", ele defende a ideia dos
atomos, os quais podem percorrer distancias in-
finitas. Portanto, podem se agregar em infinitos
lugares para formar mundos infinitos. Epicuro
defende a ideia de mundos infinitos assim como
Democrito. Outro adepto ao atomismo, na Anti-
guidade, foi o poeta latino Lucrécio, que em seu
poema "De rerum natura" [3] assumiu as ideias
atomistas para explicar a estrutura do Universo.

Considerar a matéria como composta de &ato-
mos é uma ideia que comega na filosofia da Gré-
cia antiga, desde aproximadamente o século V
a.C. Especificamente com a proposta de Leucipo
e principalmente de seu discipulo Demécrito de
Abdera. Na doutrina de Democrito o cosmos é
formado por atomos, os quais sao elementos fun-
damentais, indivisiveis e indestrutiveis que se dis-
tinguem entre si por suas caracteristicas geomé-
tricas. Estes atomos imutéveis ao agregar-se ou
desagregar-se produzem as diferentes estruturas
do Universo.

Posteriormente, na Idade Média, a doutrina
atomista ressurge nas discussoes de pensadores
independentes como o drabe Al-Ghazali e em di-
versos pensadores do Kalam arabe [4].! Também
no ocidente, no século XIV, as ideias atomistas
foram cultivadas pelo pensador cético escoléstico
Nicholas de Autrecourt. Em geral, na Idade Mé-
dia ocidental, as ideias do atomo foram usadas

Por outro lado, estas ideias atomistas foram
fortemente criticadas pelos dois maiores fil6sofos
da Antiguidade: Platao e Aristoteles [1]. Isto
contribuiu para que inicialmente esta linha de
pensamento tivesse poucos adeptos. No entanto,

. o o ; 'Kalam significa "discurso" e se refere ao estudo teolo-
ainda na Antlguldade, as ideias atomistas encon- gico usando as ferramentas da dialética, seria algo como a

traram eco na filosofia de Epicuro [2]. Em sua  filosofia natural islamica.
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para discutir diversas questoes sobre o espago,
tempo, vacuo, causalidade, etc. No entanto, as
discussoes foram qualitativas e nao se fizeram
progressos significativos com respeito & proposta
original de Demécrito.

Dessa forma, as ideais atomistas chegaram com
maior vigor ao ocidente. Pierre Gassendi ¢ um
dos melhores representantes do atomismo no sé-
culo XVII. Por exemplo, na sua obra "Syntagma
philosophiae Epicuri" [5] desenvolveu uma visao
sobre a natureza fundamentada na filosofia epi-
curista, mas tentando conciliar conceitos sobre o
atomo com a filosofia crista. Contudo, sua abor-
dagem foi fortemente discursiva sem considerar
experimentos ou fundamentagao matemaética.

Por outro lado, Robert Boyle, em meados da
década de 1650, comeca seus experimentos sobre
a elasticidade do ar tendo como base os experi-
mentos de Torricelli e Pascal. Boyle, em conjunto
com Robert Hooke, constroéi e realiza experimen-
tos com uma bomba de vicuo. Como produto
destes experimentos, Boyle enuncia um impor-
tante resultado: para um dado gés sua pressao
é inversamente proporcional a seu volume. Esta
lei atualmente é conhecida como lei de Boyle-
Mariotte? e foi fundamental para estimular ideias
atomistas sobre a estrutura da matéria. Especi-
ficamente, Boyle era partidario da teoria corpus-
cular da matéria, uma espécie de teoria atdémica.

Posteriormente, Boyle em seu trabalho "En-
saio do Nitro" [6], de 1660, mostra como uma
substancia pode ser decomposta e depois rein-
tegrada misturando adequadamente suas compo-
nentes. Dessa forma, Boyle desconstréi o pensa-
mento aristotélico e da fundamentos experimen-
tais a teoria corpuscular. Em seu famoso livro o
"Quimico cético" [7], de 1661, Boyle novamente
apresenta criticas sobre a teoria dos elementos de
Aristoteles e Paracelso, e para isso utiliza o per-
sonagem Carneades, defensor das ideias corpus-
culares da matéria. Nesta obra, Boyle, insiste
que deve-se evitar introduzir discussoes metafisi-
cas na ciéncia. Boyle, defende a experiéncia como
base da ciéncia. Neste sentido, se aproxima das
ideias propostas por Bacon.

Também no século XVII, Isaac Newton,
com seu livro " Philosophiae naturalis principia
mathematica" [8], coloca as bases da mecéanica
e permite a construcao de uma filosofia mecani-

2Independentemente, na Franca, Mariotte chega a re-
sultados similares.

2

cista. Newton nao é exatamente um atomista,
mas sim, assume a ideia corpuscular. Em seu li-
vro "Optica" considerou que a radiagao luminosa
é constituida por particulas.

Neste contexto, Bernoulli em 1738 publica seu
livro Hidrodindmica no qual utiliza as leis de
Newton para os fluidos. Particularmente, no ca-
pitulo X, Bernoulli apresenta o primeiro modelo
cinético de um gés. Ele deriva a pressao de um
gas usando a hipdtese de que o mesmo é composto
de pequenos atomos colidindo contra as paredes
do recipiente, de tal forma, que a soma das coli-
soes dariam origem ao conceito de pressao.

No século XVIII, a metodologia cientifica é de-
senvolvida tendo como base os resultados expe-
rimentais. Em torno de 1797, o quimico francés
Proust, trabalhando sobre a base das experién-
cias de Lavoisier, estabelece a lei das proporc¢oes
constantes ou definidas. Esta lei implica que para
formar uma dada substincia um elemento se mis-
tura com outro elemento numa proporcao cons-
tante, por exemplo, para formar dgua usamos 2
gramas de hidrogénio com 16 gramas de oxigénio
ou 4 gramas de hidrogénio com 32 gramas de oxi-
génio, etc. Isto é, sempre na proporcao constante
de 1/8 em massa (lei de Proust).

No entanto, a teoria atdmica, de fato, comeca
a se transformar numa teoria empirica devido ao
trabalho de J. Dalton, especificamente, pelo seu
influente livro "Um novo sistema de filosofia qui-
mica" [9], publicado em 1808. Dalton publica a
primeira tabela de pesos atémicos e desenvolve
uma nomenclatura em forma de desenhos para
os atomos.? Dalton, considerou que os elemen-
tos se misturam quimicamente para formar o que
ele chamou de atomos compostos, os quais atu-
almente chamamos de moléculas.
siderou que 4tomos de um mesmo elemento nao
formariam atomos compostos. Assim, ele consi-
derou, por exemplo, que moléculas como Hy nao
poderiam se formar. Devido a esta hipotese, Dal-
ton, considerou que a dgua tinha a férmula HO
no lugar de HyO. Ele também propos a chamada
lei das proporgoes miiltiplas generalizando a lei
de Proust. Também, de seus experimentos, che-
gou a concluir que a pressao total de uma mistura
de gases é a soma das pressoes de cada gés, como
se fossem os nicos gases presentes, isto é, a cha-

Também con-

3 Alternativamente & notacio de Dalton o quimico su-
eco Berzelius propdés que os elementos sejam representados
por uma letra maidscula ou no caso de precisar usar duas
letras a primeira maitscula e a segunda mintscula

Cadernos de Astronomia, vol. 3, n°1, 65-83 (2022)

66



O modelo atémico de Bohr e o inicio da mecanica quéintica

A. M. Velasquez-Toribio

mada lei das pressoes parciais.

Outra contribui¢do fundamental é a lei das re-
lagoes simples de Gay-Lussac publicada no Mé-
moires de la Société d’Arcueil em 1808, onde
propos: "que as combinagoes entre si das subs-
tancias gasosas fazem-se sempre nas relagoes mais
simples de modo que representam um dos ter-
mos pela unidade, o outro, € um ou dois ou até
trés" [10]. Em concordancia com estas pesquisas
Avogadro, no ano de 1811, enuncia que volumes
iguais de substancias gasosas, mantendo a mesma
temperatura e pressao, tém o mesmo nimero de
moléculas. Desta forma, a relagdo entre as densi-
dades dos gases resulta equivalente a relacao entre
suas massas. HEstas mesmas conclusoes sao obti-
das independentemente por Ampeére [10].

Mesmo com estes solidos resultados a ideia ato-
mica sobre a estrutura da matéria gerou muitas
discussoes e controvérsias por parte de muitos ci-
entistas anti-atomistas. Uma fato interessante
que pode ter contribuido para estas polémicas
é a grande influéncia da filosofia positivista de
A. Comte. Nesta linha de pensamento, uma das
premissas fundamentais, consiste em afastar da
ciéncia ideias metafisicas e estudar unicamente
objetos sensiveis. Assim, como os dtomos nao se
podiam ser observados diretamente, entao estes
eram parte do mundo metafisico e ndo do mundo
fisico, objeto da ciéncia. As discussOes sobre o
dtomo se incrementaram na segunda metade do
século XIX. Estas discussoes envolvem aspectos
metodologicos, epistemolbgicos, e até preconcei-
tos de cientistas especificos. Um grupo em espe-
cial de grande influéncia eram os chamados ener-
gecistas tendo entre eles Ostwald, Mach, Duhem,
Helm, entre outros [11]. Estes cientistas critica-
vam a teoria atdmica da matéria sobre a base
de suas contradi¢oes com a termodindmica. Eles
preferiam rejeitar as hipoteses atémicas em favor
das solidas leis da termodinamica.

Adicionalmente, na segunda metade do século
XIX, se comega a construir a teoria cinética da
matéria com a qual a teoria atémica tem seu pri-
meiro modelo tedrico consistente. Entre os prin-
cipais tebricos podemos destacar Maxwell, Boltz-
mann e, principalmente, Gibbs [10]. Maxwell, em
1860, deriva a distribuicao de velocidade das par-
ticulas de um sistema gasoso dada pela expres-
sao [12,13]:

m 2/3 _ mv?
) vTe

ny = (3 KT )

onde k é a constante de Boltzmann, m a massa
das particulas e T a temperatura absoluta. Este
resultado é de grande importancia para a teoria
Usando esta distribuigdo se pode de-
terminar grandezas como a velocidade média, a
velocidade mais provavel e a velocidade quadra-
tica média. O interessante é que este resultado
abre o caminho para construir experiéncias para
comprovar a hipotese atdmica.

atomica.

Outro fenémeno que contribuiu indiscutivel-
mente para elucidar a polémica sobre o &tomo, é o
chamado movimento Browniano. Robert Brown,
em 1827, usando um microscoépio observou que
particulas de pélen, sobre uma superficie de dgua,
se movimentavam aparentemente de forma alea-
toria. Como mencionamos, na segunda metade
do século XIX a teoria cinética era conhecida e
ficou evidente que uma possibilidade para expli-
car o fendbmeno Browniano seria a colisdo entre
as moléculas do liquido e as particulas suspen-
didas. Outras hip6teses para explicar este feno-
meno consistiam em céalculos usando gradientes
de temperatura ou incluindo fenémenos de capi-
laridade. No entanto, os estudos experimentais
excluiram todas estas alternativas. No inicio do
século XX diferentes tedricos tentavam explicar
o movimento Browniano sobre a base estatistica
usando a teoria cinético/molecular. Em particu-
lar, a teoria de Einstein, a teoria de Smoluchowski
e os experimentos de Jean Perrin foram funda-
O artigo de Einstein de 1905 sobre o
movimento Browniano pode ser resumido no seu
resultado para o deslocamento quadratico médio
dado pela expressao,

mentais.

RT

2 =2Dt = — 1
v 3mNaan "’

(2)

onde D é o coeficiente de difusdo, t o tempo de
observagao do percurso, R é a constante dos gases
ideais, T' é a temperatura, a é o raio das parti-
culas, modeladas como esferas e n é o coeficiente
de viscosidade do fluido. Um dos principais ob-
jetivos de Jean Perrin foi comprovar esta formula
e também determinar um valor, com maior pre-
cisdo, para a constante de Avogadro N 4. Depois
da confirmacao da teoria de Einstein por Perrin a
teoria atdmica da estrutura da matéria foi quase
unanimemente aceita na comunidade cientifica.
Esta mudanca de mentalidade na comunidade ci-
entifica pode ser representada pelo primeiro con-
gresso Solvay de 1911, onde se define um novo
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programa de pesquisa, focado na teoria do a&tomo
e na quantizagao da energia.

Por outro lado, explicar a origem da estrutura
atomica levou a sérias pesquisas, em particular,
as desenvolvidas por Lord Kelvin. A ideia de Kel-
vin foi inspirada num artigo de Helmholtz [14] de
1858, onde Helmholtz estudou matematicamente
a formacao de vortices em fluidos. Kelvin, consi-
derou como fluido o éter e a formagao de vortices
neste fluido daria origem aos atomos. Também
imaginou que da colisao de dois vortices se pode-
ria explicar a formacao de substancias compostas.
Esta ideia foi o inicio de um programa para ex-
plicar a origem dos dtomos.

Contudo, esta teoria avancou pouco pelas di-
ficuldades matematicas apresentadas, sendo seu
maior desenvolvimento um tratado escrito por
J.J. Thomson sobre a formacao de vortices. Com
este trabalho Thomson ganhou o famoso prémio
Adams. Porém, os experimentos com raios cato-
dicos, mostraram uma nova forma de estudar a
estrutura da matéria. O proprio Thomson desco-
briu o elétron usando esta técnica, o qual ele de-
nominou de corptsculo de eletricidade negativa.
Com esta descoberta Thomson vai transitar do
modelo de vortex para uma teoria atomica focada
unicamente nas leis da mecénica e do eletromag-
netismo cléssicos.

Thomson propds em 1904 seu famoso modelo
de "Pudim de Passas" [15]. Que consistia basica-
mente em modelar o 4tomo como uma esfera so-
lida positiva com cargas elétricas negativas sobre
a esfera so6lida. Este modelo permitiu que Thom-
son fizesse predigoes matematicas precisas, como
o angulo de desvio, ou deflexo, de particulas que
incidem sobre uma lamina metélica. Os calcu-
los mostraram que os desvios, nesta teoria, sao
da ordem de 10™% rad. Estes resultados teéricos
nao explicaram as grandes deflexdes observadas
nos experimentos. Outro problema do modelo de
Thomson era sua estabilidade eletrostatica. O
grande mérito da proposta de Thomson foi colo-
car os estudos do Atomo sobre bases precisas nas
quais se pudessem fazer predigdes e comprovagoes
experimentais. Além disso, este modelo estimu-
lou diretamente o modelo de Rutherford, como
veremos a seguir.

Rutherford, ex-aluno de Thomson, desenvolveu
uma série de experimentos em colaboracao com
seus alunos Geiger e Marsden, com os quais com-
provaram definitivamente que particulas a podem

ser defletidas em angulos grandes quando inciden-
tes sobre uma fina folha de ouro.

Este resultado levou Rutherford a propor um
novo modelo para a estrutura do &tomo em 1911
[16], alternativo ao modelo de Thomson. Ruther-
ford considera que a carga positiva deveria estar
concentrada na parte central e os elétrons fica-
riam em o6rbitas circulares girando em torno do
nicleo. Também para explicar os grandes des-
vios das particulas «, pelos 4tomos, era necessa-
rio considerar que quase toda a massa deveria es-
tar concentrada no niicleo. Neste contexto, Bohr
prop6e um novo modelo do 4tomo que pretende
incluir tanto os desenvolvimentos de Rutherford
quanto as ideias de quantizacao de Planck e Eins-
tein.

O presente trabalho esta organizado da se-
guinte forma: na sec¢ao II apresentamos de forma
resumida o modelo de Bohr, na secao III apresen-
tamos a generalizacao da teoria de Bohr por Som-
merfeld, na se¢ao IV comentamos brevemente as-
pectos gerais da teoria quantica antiga e na segao
V comentamos o famoso trabalho BKS. Na se-
cao VI apresentamos brevemente alguns artigos
fundamentais e na secao VII discutimos nossas
conclusoes.

2 Modelo de Bohr

Um fato experimental bastante importante
para o desenvolvimento da teoria do atomo é a
descoberta dos seus espectros de linha. No ini-
cio do século XIX, com as observacoes iniciais de
Wollaston [17] e depois com os trabalhos de Frau-
nhofer foram estudados os primeiros espectros de
linhas da radiagao solar. Fraunhofer catalogou
muitas linhas escuras de absor¢ao do espectro so-
lar por introduzir redes de difragdo. Em torno
de 1849, Foucault observou que a radiacao emi-
tida por um arco voltaico mostrava duas linhas
amarelas brilhantes no comprimento de onda cor-
respondente & linha escura catalogada por Frau-
nhofer como linha D. Depois fez passar radiagao
solar através do arco voltaico e observou que a
linha escura D era observada com maior intensi-
dade. Foucault interpretou que a fonte luminosa
do arco voltaico emitia e absorvia radiagao lu-
minosa na mesma frequéncia. Stokes interpretou
isto como um fenémeno de ressonéncia. Inves-
tigagOes similares e complementares foram apre-
sentadas por Angstrom, Kelvin, Alter, Plucker,

Cadernos de Astronomia, vol. 3, n°1, 65-83 (2022)

68



O modelo atémico de Bohr e o inicio da mecanica quéintica

A. M. Velasquez-Toribio

entre outros [10].

Neste contexto, na segunda metade do século
XIX, um avancgo significativo foi atingido pelas
observagoes sisteméticas de espectros e pela in-
vengao do espectroscopio por Kirchhoff e Bunsen.
Eles interpretaram que as linhas escuras sao pro-
duzidas pela absor¢ao da radiacao luminosa por
elementos quimicos presentes na atmosfera solar.
Ainda observaram que algumas destas linhas sao
produzidas pela absor¢ao da atmosfera terrestre.
As linhas produzidas por nossa atmosfera sao de-
nominadas linhas teltricas, que sao observadas
basicamente no vermelho e sdao produzidas pelas
moléculas de oxigénio de nossa atmosfera. En-
tre as muitas contribuic¢oes de Kirchhoff sobre a
espectroscopia se pode mencionar, de forma resu-
mida, as chamadas trés leis de Kirchhoff [18]:

e Um sélido, liquido ou gas incandescente sob
alta pressao emite um espectro continuo.

e Um gis quente sob baixa pressao emite um
espectro de linhas de emissao.

e Uma fonte continua de radiagao observada
através de um gés frio de baixa densidade
produz um espectro de linhas de absorcao.

Desta forma, a espectroscopia se desenvolveu
vigorosamente ao logo da segunda metade do sé-
culo XIX. Por exemplo, Angstréom em 1868 publi-
cou o comprimento de onda de 1000 linhas solares
de Fraunhofer. Nos anos 1870, Rowland conse-
guiu produzir redes de difragao de alta qualidade
com as quais as medidas do espectro solar foram
obtidas com maior precisao. Novos elementos fo-
ram descobertos usando a técnica da espectros-
copia, como o hélio, das observagoes do espectro
solar por Pierre Janssen e independentemente por
Norman Lockyer. Outros elementos descobertos
usando esta técnica foram o césio, rubidio, indio,
entre outros [19]. A precisdo nas medidas espec-
troscopicas aumentaram ao ponto de usar a linha
vermelha do cadmio como base da definicdo do
metro.?

Em particular resultou importante o estudo do
espectro de linhas do 4&tomo de hidrogénio. Angs-
trom identificou as principais linhas espectrais de

4A. Michelson utilizou um interferémetro que construiu
para definir o metro em fung¢do do comprimento de onda
vermelho do cddmio Sua medida determinou que no ar a
pressdao de 760 mm e temperatura de 15°C o metro se
define como 1.553.164,13 vezes o comprimento de onda da
linha vermelha do cadmio

emissao: 6562,10 A, 4860,74 A, 4340,1 A e 4101,2
A. Estudando as primeiras fotografias dos espec-
tros de estrelas, Sir William Huggins identificou
varias outras linhas espectrais.
como base as medidas de Angstrom para obter
uma férmula que ajustava os diferentes dados ob-
servacionais:

Balmer tomou

A=by 3)

onde n é um ntmero inteiro maior que trés, n > 3,
e b = 3644 é uma constante. Nesta formula o
comprimento de onda, A, é determinado em A.
Depois Rydberg generaliza esta férmula pela ex-

pressao,
1 1 1
P <mz - n2> ! )

onde R é denominada atualmente como constante
de Rydberg. Neste caso m é um inteiro cujo valor
determina as diferentes séries das linhas espec-
trais, a saber, a série de Lyman (ultravioleta),
m = 1; a série de Balmer (visivel), m = 2; a série
de Paschen (infravermelho), m = 3, etc. A outra
constante n para cada série comeca com o valor
m 4+ 1. Ritz publica suas pesquisas sobre a com-
binagao de linhas espectrais mostrando que em-
piricamente se verifica que uma dada linha pode
ser obtida pela soma ou diferenca de outras duas
linhas.

Lorentz no ano de 1892 publica sua influente
teoria sobre o elétron [20], e proporciona as ferra-
mentas tedricas necessarias para investigar a ori-
gem da emissao das linhas espectrais. Lorentz ar-
gumenta que as oscilagoes destas particulas den-
tro do 4tomo dariam origem a campos elétricos e
magnéticos e seriam responsaveis da emissao de
radiagdo. Adicionalmente, no ano de 1896, Pie-
ter Zeeman observou um fenémeno fundamental
para o desenvolvimento da teoria atémica, hoje
conhecido como efeito Zeeman [21]. Este efeito
consiste em observar como um campo magnético
desdobrar as linhas espectrais emitidas pelos ato-
mos.

Por outro lado, o estudo da radiagao térmica
levou Max Planck a publicar sua teoria sobre a
radiacao térmica no inicio do século XX, onde
assumindo a interpretacdo de Boltzmann para
a segunda lei da termodindmica, concluiu que
é necessario introduzir a quantizagao da ener-
gia. Einstein utiliza esta ideia, da quantizacao
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da energia, para explicar o efeito fotoelétrico por
considerar que a propagacao da radiacao se dé em
forma de pacotes de energia.

Neste contexto, alguns cientistas intentam de-
senvolver modelos sobre o 4tomo que incluam as
novas ideias de quantizacao da energia e os resul-
tados de Rutherford sobre a estrutura atdmica.
Algumas destas tentativas foram feitas principal-
mente por Haas, Schidlof e Hasenohrl entre os
anos 1910 e 1911, mas nenhuma destas propos-
tas teve sucesso. No entanto, uma proposta pu-
blicada por N. Bohr no ano de 1913, um fisico
pouco conhecido na época,’
delo bastante atraente, principalmente, para dar
conta de diversos fatos observacionais sobre os es-
pectros do atomo de hidrogénio. Este modelo in-
clufa a hipétese quantica de Planck e a estrutura
planetaria recentemente proposta por Rutherford
de uma forma bastante convincente. Estas ca-
racteristicas despertaram um forte interesse em
diversos cientistas da época.

Em geral, podemos resumir o modelo de Bohr
basicamente em duas hipdteses. De acordo com
o primeiro artigo seminal de Bohr [22] e com a
bela exposigao feita por Tomonaga 23] estas duas
principais hip6teses podem ser resumidas como:

se mostrou um mo-

e O atomo nao emite ou absorve energia em
forma continua, e sim em forma discreta com
valores caracteristicos para cada atomo. Nos
estados permitidos o 4tomo nao emite radi-
acao. Estes estados sdo conhecidos como es-
tados estacionarios.

e A emissdo ou absorgdo de radiagdao acontece
quando o 4tomo passa de um estado estacio-
nario para outro. Quando isto acontece uma
radiacdo monocromatica de frequéncia dada
pela féormula,

V= —— (5)

¢é emitida ou absorvida dependendo se temos
Wy, > Wy, OU Wy, > Wy Tespectivamente.

Uma das principais razoes para o forte interesse
no modelo de Bohr, como mencionamos, é sua
capacidade para explicar o espectro observado do

®Niels Bohr no ano de 1913 nfo era muito conhecido
na fisica europeia, no entanto, tinha visitado Cambridge
e interagido com Thomson e depois em Manchester com
Rutherford. Ambos eram prémios Nobel de fisica.

atomo de hidrogénio. Por exemplo, a fisica clas-
sica prediz riscas igualmente espaceadas, no en-
tanto, as observadas sao diferentes. Isto é devido
basicamente ao mecanismo de emissao ou absor-
¢ao o qual é diferente do classico. Considerando a
visao cléssica a frequéncia observada no espectro
¢é determinada pela frequéncia de rotagao do elé-
tron na sua 6rbita. No entanto, no caso de Bohr
a frequéncia do elétron na orbita é diferente da
frequéncia das riscas.
Sejam a o raio da orbita circular do elétron e
w sua velocidade angular, entao se aplicamos a
terceira lei de Kepler podemos obter,
2
adw? = Z—e, (6)
m
onde Z é o nimero de carga nuclear. Para este
sistema podemos aplicar a conservagao da ener-
gia de forma que a energia cinética e potencial é
constante,
2
1ma2wz Sz C, (7)
2 a
onde C' é uma constante. Se consideramos estas
duas equacoes podemos obter:

m Ze? Z2etmw?
C=—-——a’?=— = — . (8
2 ¥ 2 ( 8 > (®)

Desta equacao podemos colocar em evidéncia a
relacao [22],

|E?  Z%¢'m (9)
w2 8 7

onde consideramos que E = C, isto é, a energia é
determinada a menos de uma constante aditiva.
Por outro lado, considerando a férmula de Balmer
e Rydberg podemos usar o segundo postulado de
Bohr de forma que podemos inferir,

hk—h—h”—hR<1 1),

N e 2 mE (10)

onde usamos a definicdo de nimero de onda e
multiplicamos ambos os lados pela constante de
Planck. Assim, podemos concluir [22]:

. )
n

(11)

Neste caso convencionamos que nossa escala de
energia considera o ponto zero como correspon-
dente a n — 00, e consideramos que o termo
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—FE; é a energia de ionizagdo do estado funda-
mental. Podemos observar que desde o estado de
menor energia os termos se sucedem de forma que
se aproximam cada vez mais uns dos outros ten-
dendo assintoticamente ao limite E,, = 0. No en-
tanto, a teoria de Bohr deve no limite de n >> 1
se aproximar do resultado classico, isto é, o que
formalmente Bohr denominara em 1923 o prin-
cipio de correspondéncia [24]. No seu primeiro
artigo Bohr nao menciona diretamente este prin-
cipio mais faz uso dele explicitamente assim ele
escreve [22]:

"Se N é grande a taxa entre a frequéncia antes
e depois da emissao serd muito proxima da uni-
dade; e em concordancia com a eletrodindmica or-
dinaria deveriamos, portanto, esperar que a taxa
entre a frequéncia de radiagao e a frequéncia de
revolucao também se aproxime da unidade".

Entao de acordo com Bohr se consideramos a
transigao entre duas 6rbitas vizinhas, mas de ni-
meros n elevados, se pode mostrar que a frequén-
cia emitida pode ser calculada como,

(12)

Assim, podemos usar esta expressao para colo-
car em evidencia n para substituir na férmula da
energia e obter:

E~ —heR(—2-)2/3 = —(

2cR

onde usamos a relagdo w = 27 e podemos obser-
var que dessa expressao podemos de novo colocar
em evidéncia a relagao

cRh3

|E|?
w2 1672 (14)

Comparando este resultado com o resultado
anteriormente obtido podemos obter uma expres-
sao para a constante de Rydberg como

2m2met

R=R.7Z°=(——
( h3c

)22, (15)

Desta forma, observando nosso resultado ante-
rior podemos ver que o modelo de Bohr determi-
nou a constante de Rydberg, a qual era conhecida
na época, em fungao da constante de Planck que
representa a quantizacao da energia, da massa e

da carga elétrica do elétron e da velocidade da

Rs = 3.1 x 10155~ que correspondia aproxima-
damente com o valor determinado usando dados
espectroscopicos, Roo = 3.290 x 1019571,

Bohr em 1913 publica uma trilogia de artigos
apresentando sua teoria. Depois da publicagao
do primeiro artigo da trilogia, Evans, um fisico
de Manchester que estava trabalhando com es-
pectros de hidrogénio e hélio, publicou um ar-
tigo comparando as medidas observacionais com
as predigoes teoricas da teoria de Bohr [25]. Em
particular, discutiu as linhas de Pickering as quais
eram riscas espectrais observadas nos espectros
da estrela Puppis, (, e que levou a alguns cien-
tistas da época a pensar que poderiam ser um
segundo conjunto de linhas espectrais do hidro-
génio, pois podiam ser descritas pela férmula de
Usando a te-
oria de Bohr se pode mostrar que a frequéncia
resulta [20],

2m2me?(2e¢)? < 1 1 )

h3 n?2  m?2

Balmer com indices semi-inteiros.

v= (16)
a qual corresponde a um &tomo de hélio, carga
de niicleo 2e, com um elétron em volta. Especifi-
camente representa um atomo de hélio ionizado.
Esta era a melhor alternativa para explicar as ris-
cas de Pickering. No entanto, Alfred Fowler apre-
sentou resultados que mostravam que os calculos
de Bohr nao correspondiam com os dados obser-
vacionais das linhas de Pickering e com linhas que
ele tinha reproduzido no laboratério [27].

Como resposta a esta critica Bohr refez seus
célculos considerando o efeito da massa finita do
nicleo. Resulta facil estudar este sistema, pois
constitui o conhecido problema de dois corpos.
Para simplificar o problema podemos considerar
que o centro de massa do sistema elétron-ntcleo
estd em repouso obtendo ma. = Ma,,, onde a,, é
a distancia entre o nucleo e o centro de massa e a,
é a distancia entre o centro de massa e o elétron
e M é a massa do niicleo. Com estas defini¢oes
podemos determinar:

ma

= — 17
“n m+ M’ (17)
Ma
=" 18
e m+ M (18)

Igualando a forca centripeta com a forca de
atracao de Coulomb obtemos,

luz. Portanto, substituindo os valores das cons- ) ) Ze2
tantes Bohr no seu artigo obteve um valor de Maew” = Mapw” = e + 0 (19)
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Observar que tanto o elétron como o niucleo gi-
ram em torno do centro de massa com a mesma
frequéncia angular e que a conservacao da energia
implica em:

Lo 9o 1 54  Zeé
§Mw a, + -mwa, —

—— =F.
2 ae + an,

(20)
Usando todas estas equagbes é possivel, de
forma analoga ao caso original de Bohr, mostrar

que
3
(\E3|) Z%etm
2 - my-°
Agora de forma similar, a nosso calculo ante-
rior, podemos considerar estados altamente exci-
tados, onde a diferenca de energia entre estados
sucessivos resulta pequena comparada com os va-
lores da energia dos proprios estados. Podemos
verificar que obtemos de novo o mesmo resultado

como no caso anterior. Assim, obtemos uma nova
expressao para a constante de Rydberg [28],

(21)

Ry 72

Rp=——.
A T+

(22)

Portanto, o movimento do nucleo se manifesta
numa pequena correcao no calculo da constante
de Rydberg. Usando estas férmulas Bohr escre-
veu uma carta a revista Nature em outubro de
1913 mostrando que a critica bem fundada de Fo-
wler poderia ser contestada levando em conta o
efeito da massa do nticleo [28]. Fowler tinha ar-
gumentado que o calculo teérico de Bohr dava
uma relacdo Rye/Ry = 4 e que os resultados ex-
perimentais proporcionavam Rp./Rpy = 4.0016.
Bohr com seus novos célculos mostrou que po-
dia obter a seguinte razao Rpy./Ry = 4.00163
que estava em completo acordo com os dados ob-
servacionais. Fowler enviou outra carta a revista
Nature no mesmo més concordando com os resul-
tados, porém termina sua carta lembrando que a
teoria de Bohr ainda nao era capaz de predizer as
linhas espectrais do hélio normal.

Na figura podemos verificar como o efeito do
movimento do nicleo sobre o elétron é notavel
no caso do hidrogénio e do hélio, como era de
esperar, pois sao atomos leves. Em contraste para
elementos de maior nimero atémico como o cobre
a constante de Rydberg, mesmo incluindo o efeito
do nicleo, se aproxima do valor R, da teoria
original de Bohr.

Em seu primeiro artigo Bohr também discute

o que ele chama de estado estacionario de um

atomo e estabelece que o estado é determinado

pela quantizacao do momento angular. Para ver

como surge a quantizagdo do momento angular

podemos determina o raio para o enésimo estado
de energia do 4&tomo como,

Ze?  ayn®

a = - )

2E 7

(23)

onde usamos a equagao (2) e a equagao (3) e ap
representa o raio da primeira 6rbita circular de
Bohr no atomo de hidrogénio,

h2

= 2,z = 0,528A.

ap (24)
Também para a velocidade angular podemos

obter:

Ar Ry Z? 72
o= dmhoZ” w27 (25)

n3 n3

Usando estes dois resultados podemos determi-
nar uma expressao para o momento angular,
9 h

L =ma“w=n—

= (26)

Esta formula implica que no modelo de Bohr o
momento angular estd quantizado, de forma que,
é igual a um maltiplo de h/27. Inclusive podemos
assumir o momento angular como um postulado
e derivar a formula de Balmer. Por exemplo, se
usamos uma das expressoes da energia e a terceira
lei de Kepler, obtemos

o _ Z%et B _Z264m
2matw? L?

2

(27)

onde L. = ma“w como tinhamos derivado. Entao
se agora substituimos L pelo seu valor quanti-
zado, obtemos, a expressao anteriormente deter-
minada, para energia

Z%etm hcR,
E=- = (28)

h 2

Nox n

Por outro lado, Bohr no segundo artigo da trilo-
gia se concentra em atomos multieletronicos [29]:
"Noés assumiremos que os elétrons sao arranjados
a intervalos angulares iguais em anéis coaxiais gi-
rando em torno do nticleo, usaremos as principais
hipoteses do primeiro trabalho, isto é, o estado
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Figura 1: Efeito da massa finita do ntcleo no calculo da constante de Rydberg para diferentes elementos [26].

estacionario de um atomo". Assim, por exem-
plo, Bohr considera que o atomo do litio forma
uma camada interna com dois elétrons girando
em torno do nicleo em posigoes opostas e o ter-
ceiro elétron em outra camada exterior.

Levando em conta estas consideragoes Bohr as-
sumiu que se F' é a carga efetiva (carga do nucleo
mais cargas das camadas cheias) entao podemos
derivar que:

mer _ (3)2 F. (29)

a a

Agora seguindo os mesmos passos que foram
apresentados anteriormente pode-se derivar que:

n2h?

"= Am2mFe?’ (30)
Ar2mF2et

b= e (31
Ar?mF2et

Uma aplicagdo, evidente deste método, pode
ser feito para o dtomo do hélio por igualar a forca
centripeta com a forca elétron-elétron e elétron-
niicleo como,

2 72 2

mut _ Zet e 7 (33)

a a?  (2a)?
Esta equacao pode ser rearranjada como

2 2
mu l.e

= - —)—=. 34

" (Z- )5 (34)

Comparando esta equacgdo com a equagao ini-
cial de F' obtemos

Fez-2t (35)
4

No caso do atomo de hélio obtemos F = 1,75,
que comparado com o resultado do método va-
riacional, da fisica quéntica, resulta consistente.
A fisica quéntica determina um valor de F' =
2 — 5/16. Portanto, o uso da teoria de Bohr
ainda proporcionava uma boa aproximacao.

No terceiro artigo, de sua trilogia, Bohr desen-
volveu uma tentativa de teoria de formacao de
moléculas. Bohr discutiu qualitativamente a for-
magao de moléculas como Ho, H>O, O3, entre
outras [30]. Inicialmente, os dois 4tomos neutros
estao afastados e tém pouca interacdo. Depois
08 Atomos se aproximam e entra em jogo uma
atracao entre o elétron, de um dos atomos, e o
nucleo do outro d4tomo. Também resultam for-
cas de repulsao entre os dois elétrons e entre os
dois nucleos. Se espera que para uma posi¢ao
proxima, dos atomos, a forca de atracao domine
com respeito a forca de repulsdo e desta forma
leva, o sistema como um todo, a uma posicao de
equilibrio para formar a molécula. Bohr desenvol-
veu rudimentariamente a teoria matematica deste
processo. Para uma simples implementacgao deste
modelo ver o terceiro artigo de Bohr [30] ou o ar-
tigo [19].
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3 As regras de quantizacao de
Wilson-Ishiwara-Sommerfeld

A teoria de Bohr se desenvolveu notavelmente
devido principalmente ao trabalho de Sommer-
feld, que coloca a teoria numa nova posicao ao
propor as chamadas regras de quantizacao. No
entanto, as regras de quantizagao também foram
publicadas independentemente por William Wil-
son em margo de 1915 e por Jun Ishiwara em abril
de 1915. O trabalho de Wilson foi publicado no
Philosophical Magazine com o titulo: "The quan-
tum theory of radiation and line spectra". Wilson
procura uma teoria geral da qual derivar, como
casos particulares, tanto a teoria de Planck da
radiacao térmica, assim como, a teoria do atomo
de Bohr. Para isto, Wilson se fundamentou nas
seguintes hipoteses:

e As trocas de energia entre os sistemas e o
éter, ou entre sistemas, sao de carater des-
continuo Cada sistema conserva a energia e
a troca de energia é muito rédpida. Durante
estas trocas de energia se podem emitir ou
absorber quantidades definidas de energia e
nao arbitrarias ou continuas.

e Os movimentos de um dado sistema sdo de-
terminados pela dindmica hamiltoniana apli-
cada a sistemas conservativos. Em estas
condigoes resulta conveniente considerar que
este sistema representa um estado estaciona-
rio.

e Fazendo uso das propriedades matematicas
da energia cinética, isto é, sua dependén-
cia quadratica das coordenadas g5 a troca de
energia descontinua se produz de tal forma

que o movimento estacionério satisfaz:

Q/let:/Plth

onde L é o momento angular. Como o lado
esquerdo da equagdo acima é uma constante
nada impede de identificar essa constante
com o produto nh.

(36)

Desta forma, Wilson introduz as regras de
quantizagao. Mas nao corresponde a uma deri-
vagao formal.

Por outro lado, Jun Ishiwara publica um artigo
de titulo: The universal meaning of the quantum

of action [31], onde procura um significado uni-
versal para a constante h. Ishiwara comeca men-
cionando o significado de h, como proposto por
Planck, no primeiro congresso de Solvay de 1911.
Planck como uma tentativa de entender o signifi-
cado da constante h define o menor elemento do
espago de fase como

//dqdp — h.

Planck desenvolveu melhor esta proposta no
capitulo 3 de seu livro [32]: "The Theory of Heat
Radiation" de 1913.° Adicionalmente, Ishiwara
comenta o significado dado por Bohr para a cons-
tante h. Como revisamos na secao anterior, para
um elétron que esta girando numa 6rbita circular
em torno do nucleo o momento angular é cons-
tante e igual a % Ishiwara tenta unificar es-
tes dois significados dados para h, o quantum de
acao. Entao, Ishiwara estabelece a seguinte con-
di¢do quéntica [31]: "Na natureza, os movimentos
sempre ocorrem de forma que todo plano de fase
(p, q) pode ser dividido naquelas regides elemen-
tares de probabilidade cujo valor médio em um
ponto definido, do espaco de fase, resulta,’

1 J
h = 7 Zpid(h‘-
i1

Ishiwara nao deriva esta equacao e considera
que ela pode ser usada como a regra de quanti-
zagao. Porém, nem Wilson nem Ishiwara inves-
tigaram detalhadamente as consequéncias destas
condigbes quanticas para os espectros atémicos.
Essa tarefa de aplicagdo, assim como, de uma
proposta conceitual de maior profundidade foi de-
senvolvida por Sommerfeld. Desde a publicacao
da trilogia de Bohr em 1913, Sommerfeld ficou
interessado na nova abordagem tedrica.

Eckert [33] argumenta que a reagao de Som-
merfeld sobre o trabalho de Bohr pode ser con-
siderada como a primeira reagao fora do circulo
de Rutherford em Manchester, onde Bohr ficou
conhecido por ter pesquisado durante um semes-
tre com Rutherford em 1912. Um aspecto im-
portante para Sommerfeld foi o fato de Bohr ter

(37)

(38)

SA primeira edicdo desse livro data de 1906, mas de-
vido as miltiplas descobertas experimentais, assim como,
tedricas sobre a radiacao e a teoria do atomo, Planck or-
ganiza uma nova edigao.

"Originalmente Ishiwara usa uma notacdo contraria a
usual ele coloca p como coordenada de posi¢ao e ¢ como
coordenada de posigao. Aqui usamos a notacdo convenci-
onal.
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conseguido derivar a constante de Rydberg como
fungao da constante de Planck. Outra questao na
qual estava interessado era o efeito Zeeman.

Numa carta de Sommerfeld [33] a Bohr surge
a pergunta sobre a possibilidade de aplicar esta
nova abordagem para o efeito Zeeman. Bohr em
seu artigo publicado em margo de 1914 sob o ti-
tulo: “On the Effect of Electric and Magnetic Fi-
elds on Spectral Lines” [34] estuda o efeito Ze-
eman e encontra dificuldades fundamentais para
derivar valores que correspondam aos dados ex-
perimentais. Bohr conclui na segao trés de seu
artigo: "Uma vez que na presenga de um campo
magnético, o espectro de um elemento nao pode
ser expresso por uma formula do tipo (2), [v =
f(n1) — f(n2)], segue-se que o efeito do campo
nao pode ser explicado por consideragoes anélo-
gas aquelas empregadas na se¢ao 2 ao considerar
o efeito de um campo elétrico".

E interessante notar que desde o primeiro con-
gresso de Solvay em 1911, Sommerfeld tentou uti-
lizar a ideia do quantum de agao. Por exemplo,
em 1913, ele publicou com Debye um artigo no
qual os dois estudam o efeito fotoelétrico usando o
quantum de agao [35]. Depois, também em 1913,
Sommerfeld publica outro trabalho nos Annales
der Physik [36], onde estuda a recente descoberta
do efeito Paschen-Back. Este efeito tinha sido
descoberto em 1912 e basicamente Paschen e seu
aluno Back estudaram o efeito Zeeman anémalo
em elementos como H, He e Li. Eles observa-
ram que quando aumentavam o campo magnético
o efeito se reduzia a um efeito Zeeman normal.
Eles descobriram uma transformagao magnética.
Em geral, estes trabalhos permitem observar que
Sommerfeld estava bastante envolvido nas pes-
quisas de espectros atdémicos, assim como, com a
proposta de Planck do quantum de agao.

A extensao do modelo de Bohr feita por Som-
merfeld teve sua primeira publicacao em dezem-
bro de 1915 [37] e depois em janeiro de 1916 [33].5
Depois ele publica um artigo de revisao, ainda em
1916 |39] Sommerfeld, resumindo seus resultados.
Também em 1919 publica seu livro seminal [10]:
"Atombau und Spektrallinien" no qual a teoria é
apresentada dentro de uma estrutura maior que
podemos chamar de teoria quantica antiga.

Sommerfeld, em artigo de dezembro de 1915
comega escrevendo [37]: "A teoria do espectro de

8Estes dos artigos tem traducéo ao inglés ver as refe-
rencias

hidrogénio de Balmer parece, a primeira vista, ter
sido completada pelas maravilhosas investigacoes
de N. Bohr. Bohr nao s6 foi capaz de explicar a
forma geral da lei para a série, mas também for-
necer o valor da constante nela e o refinamento
necessario para levar em conta o movimento do
nicleo. Pode-se até dizer que a aplicabilidade da
teoria de Bohr esti, no momento, restrita a série
do hidrogénio e as séries do tipo hidrogénio (hélio
ionizado, espectros de raios-X, extremos de séries
de espectros visiveis). No entanto, gostaria de
mostrar que mesmo a teoria da série de Balmer
apresenta, em certo sentido, uma deficiéncia, no-
meadamente a partir do momento em que se con-
sideram orbitas que nado sao circulares (portanto,
no caso do atomo de hidrogeénio, elipticas). Vou
preencher essa lacuna aprofundando o postulado
quéntico e, assim, iluminar simultaneamente o lu-
gar especial do espectro do hidrogénio". Como se
observa, Sommerfeld mostra uma grande admira-
¢ao pelo trabalho de Bohr e especifica que a teo-
ria do atomo de hidrogénio com Orbitas elipticas
precisa ainda ser desenvolvida.

Sommerfeld, no seu artigo de 1915, justifica
a regra de quantizacao utilizando a defini¢do de
Planck, mencionada anteriormente. Especifica-
mente, Sommerfeld aplica seus argumentos para
o caso kepleriano. Ele estabelece a definicao:

%pndq = nh.

Sommerfeld denomina a esta defini¢do de inte-
gral de fase a qual é vilida unicamente para mo-
vimentos peridédicos. Para o problema de Kepler,
esta defini¢ao, implica nas duas condigoes:

j{pwd@ =
%prdr ==

onde a primeira integral corresponde ao angulo
azimutal e a segunda integral & coordenada ra-
dial. Assim, em sinteses Sommerfeld determina
para o espectro de hidrogénio a férmula:

(39)

nyh. (40)

nyh, (41)

1 1
v=N + ) 42
(e ) @
onde N representa a constante de Rydberg e n
e m sao numeros inteiros derivados das regras de
quantizacao. A diferenca deste resultado com res-
peito ao modelo de Bohr é a degenerescéncia dos
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niveis de energia. Por exemplo, a famosa linha
H, que no modelo de Bohr é considerada como
produto da transicao do &tomo da terceira 6rbita
circular para a segunda 6rbita circular, no caso de
Sommerfeld, pode ser considerada como a tran-
sicao da terceira Orbita eliptica, com a condigao
(m 4+ m/ = 3), para a segunda orbita eliptica,
com a condigao (n +n’ = 2). No mesmo artigo
Sommerfeld estuda o problema do atomo de hi-
drogénio em um campo elétrico e fecha seu artigo
estudando um tema que ainda vai ficar como um
problema para solucionar, isto é, a independéncia
da escolha de coordenadas das regras de quanti-
zagao.

No artigo seguinte, de janeiro de 1916, ele estu-
dou os efeitos de um elétron com velocidade rela-
tivistica. Como resultado desta pesquisa, Som-
merfeld conseguiu explicar a estrutura fina do
dtomo de hidrogénio. No que segue do artigo,
Sommerfeld estuda algumas aplicagdes para ato-
mos multieletrénicos como o hélio carregado posi-
tivamente, o litio e o hélio neutro. Com respeito
aos efeitos relativistas sobre a forma da o6rbita,
Sommerfeld, determina que a Orbita, neste caso,
¢ dada por uma elipse com precessao. O eixo
maior gira em torno do ntcleo, no plano da elipse,
com velocidade angular constante. A 6rbita agora
é duplamente periodica. Se consideramos que a
precessao for pequena, entdo um periodo corres-
ponde a o6rbita da elipse e outro periodo ao mo-
vimento precessional. No seu primeiro artigo de
1916 Sommerfeld utiliza varias aproximacoes de
séries o que faz com que seu resultado proporcione
uma féormula bem diferente da féormula espectral
de seu trabalho anterior. Mas um de seu assisten-
tes Wilhelm Lenz refez o célculo de forma mais
clara e comunicou a Sommerfeld. Este resultado
¢ adicionado por Sommerfeld em seu artigo de
revisao de 1916 [39] e é dado por,

o2 -1/2
I . (44
[ (m’+\/m2—a2)2] } )
onde v = Qﬁz é denominada de constante de

estrutura fina. Se o — 0 a férmula anterior se
reduz & féormula determinada por Bohr. Portanto,
o efeito relativista fica bastante evidente escrito
desta forma.

4 Outros desenvolvimentos e o principio
de correspondéncia

Um aspecto importante dos trabalhos de Som-
merfeld resulta ser a dependéncia das regras de
quantizacao com respeito das coordenadas. Neste
ponto as contribui¢oes de Epstein [11] e Schwarzs-
child [12] s@o fundamentais. Ambos, de forma
independente, chegaram a resultados anélogos.
Para investigar este problema eles utilizaram a
teoria de Hamilton-Jacobi da mecénica classica.
Esta teoria permitiu entender as condi¢oes para
aplicar adequadamente as regras de quantizagao:
a primeira condi¢cdo consiste em que para um
dado sistema o ntimero de graus de liberdade deve
ser finito e a segunda condicdo que a equagao de
Hamilton-Jacobi deve ser separéavel.

De forma resumida podemos considerar que
temos um sistema mecédnico de coordena-
das q1,q2,93,...,qr € Momentos pi, P2, P3, ---, Dr-
Agora se fazemos uma transformacao canoénica
onde todas as varidveis sejam constantes de movi-
mento. A fungao geratriz, S, desta transformacao
resultada na equagao de Hamilton-Jacobi,

oS 08

Se nao existe dependéncia do tempo podemos
escrever,

05

S =0 (1)

S(qi, i, t) = W(gi, ;) — aut, (46)

onde a representa a energia e os outros «; sao
constantes de movimento independentes. Pode-se
substituir essa expressao na equagao geral para
obter a equacao de Hamilton-Jacobi indepen-
dente do tempo,

oW
H <q“5’qi> =0

A utilidade do formalismo de Hamilton-Jacobi,
neste caso, resulta da separacao de variaveis, pois
quando um Hamiltoniano é separével facilita en-
contrar a solugao do sistema mecéanico. Um sis-
tema serd totalmente separével se a fungdo S
pode ser escrita como um somatorio,

S=> " Si(gi; 01, ... om; b).

(47)

(48)

Isto corresponde a termos n equagoes de
Hamilton-Jacobi e pode-se mostrar que no caso
de um namero finito de graus de liberdade do
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sistema o movimento resulta acotado e multipe-
riédico. Matematicamente isto significa que cada
p; € funcao unicamente de seu ¢;,

pi = pi(gi). (49)

Considerando estes resultado Epstein e
Schwarzschild concluiram que somente no caso
onde o sistema fisico tem um sistema de co-
ordenadas com separagao de varidveis se pode
aplicar as regras de quantizacao. No entanto,
pode haver sistemas fisicos nos quais a equacao
de Hamilton-Jacobi seja separavel em mais de
um sistema de coordenadas. Neste caso, se diz
que se trata de um sistema degenerado. Para
caracterizar estes sistemas se pode aplicar a
relacao dada por,

Z m;V; = 0,

onde m; sdo nimeros inteiros e v; sao as frequén-
cias caracteristicas do sistema. Uma forma de
quebrar a degenerescente é considerar um efeito
adicional sobre o sistema. Por exemplo, desde o
ponto de vista fisico seria incluir efeitos relativis-
tas ou aplicar um campo elétrico.

Schwarzschild [42] considerou um método
ainda mais eficiente que pode ser aplicado no
caso de termos um sistema multiperidédico. Este
método, importado de problemas astrondémicos,
¢ denominado de "varidveis de dngulo e agao".
Neste formalismo a varidvel de acao se calcula

Ccomao:
Ji = ]{ pidg;,

onde i = 1,2,3,..n. E a variavel de angulo se
determina como:

(50)

(51)

oW
- 0J;
Assim, a fungdo caracteristica que transforma

as variaveis (g;,p;) para (w,J) pode ser escrita
como

(52)

Wi

W => Wig,J1,.....Jy).

Com esta transformacao de variaveis o Hamilto-
niano resulta ser unicamente fungéo da acao:

(53)

H=H(J, .., J). (54)

Neste caso, a integracao das equacoes de movi-
mento resulta ser:

w; = I/it + 6@ (55)

Segundo a proposta de Schwarzschild as regras
de quantizacao se aplicam para as variaveis de
acao da forma

Ji = nih (56)

Outro desenvolvimento teérico fundamental
para a teoria de Bohr, e em geral para a teoria
quéntica antiga, sdo os artigos de Ehrenfest sobre
a hipodteses adiabética. Em particular seu artigo
de 1916 [13], onde demonstra que as condigoes
de Sommerfeld representam invariantes adiabati-
cos para o sistema. Se um dado sistema fisico
realiza um processo lento o suficiente para que
uma grandeza permanega constante ao logo do
processo, entao podemos dizer que esta grandeza
representa um invariante adiabatico.

Burgers, um aluno de Ehrenfest, em 1917 de-
monstra que as varidveis de acao J sao invari-
antes adiabaticos [14]. Portanto, para encontrar
os estados estacionarios devemos encontrar certas
grandezas J as quais variam muito lentamente.
De esta forma a teoria de Bohr proporcionar & te-
oria quéntica antiga sua melhor formulacao con-
ceitual possivel.

Bohr foi consciente da importancia da hipotese
adiabatica. Isto ficou evidente em seu artigo de
1918 [45] onde, entre outras coisas, destaca os
trabalhos de Ehrenfest e denomina a teoria dos
invariantes adiabaticos como teoria da transfor-
mabilidade. Outro aspecto importante, deste ar-
tigo de 1918, é sua revisao da teoria da radiagao
quéantica de Einstein de 1917. Neste artigo Eins-
tein prop6s conceitos fundamentais como a emis-
sao espontanea e deriva a condigdo da frequéncia
de Bohr de consideragoes puramente estatisticas.
Influenciado por este artigo Bohr considera que a
transicao entre estados estacionarios deve ser es-
tudado com base a consideracoes probabilisticas.

Também no artigo de Bohr de 1918 é desta-
céavel o uso do principio de correspondéncia para
justificar o uso do eletromagnetismo classico na
descri¢ao dos processos atomicos. O principio de
correspondéncia para Bohr tinha um carater fun-
damental, incluso em um artigo de 1923 [24], con-
sidera que este principio de correspondéncia deve
ser considerado como uma lei quéntica.

Todos estes desenvolvimentos permitem cons-
truir o que se denominou de teoria quéntica an-
tiga e, em forma resumida, estd fundamentada
nas seguintes ideias:

e Dado um sistema fisico construimos usando o
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formalismo Hamiltoniano as equagoes de mo-
vimento e determinamos as trajetoria conti-
nuas permitidas.

e Usamos as regras de quantizagao para sele-
cionar as trajetorias classicas que sao permi-
tidas por estas regras.

e Usamos os resultados para determinar as
transicao permitidas entre estados estaciona-
rios.

No entanto, um aspecto dificil de ser conside-
rado na teoria de Bohr foi o estudo das intensi-
dades das linhas espectrais. Bohr considerou que
encontrar uma forma de utilizar a teoria eletro-
magnética nos processos atomicos, via o princi-
pio de correspondéncia, seria fundamental para
determinar estas intensidades.

5 Kramers e a teoria BKS
(Bohr-Kramers-Slater)

As contribuig¢oes de Kramers na teoria quantica
antiga foram fundamentais para atingir seus limi-
tes e poder formular a moderna mecénica quan-
tica. Kramers comegou a trabalhar no grupo de
Bohr em Copenhague desde 1916. Bohr suge-
riu como tema de tese estudar a polarizacao e
as intensidades das linhas espectrais dos 4tomos.
Especificamente, Kramers se concentrou em de-
terminar as caracteristicas dos espectros para o
dtomo de hidrogénio e também no caso da inte-
racdo com um campo elétrico. Ele, em sua tese,
desenvolveu com maior detalhe a teoria de siste-
mas multiplos peridédicos em conexao com a teo-
ria de Hamilton-Jacobi e aplicou a separacao de
varidveis para o atomo de hidrogénio relativista.
Este trabalho colocou Kramers como um dos me-
lhores tedricos da teoria quéantica da época.

A teoria de Bohr funcionava muito bem para o
adtomo de hidrogénio, mas para dtomos multiele-
tronicos nao funcionava adequadamente. Assim,
o seguinte problema a ser estudado por Kramers
foi o 4tomo de hélio, isto é, o 4tomo multiele-
trénico mais simples depois do hidrogénio. Em
um interessante trabalho de 1923 Kramers 46| fez
um estudo bastante engenhoso do 4tomo de hélio.
Kramers notou que todas as tentativas de estu-
dar o atomo de hélio, no seu estado fundamental,
considerando os dois elétrons se movimentando
no mesmo plano nao funcionavam. FEntao, ele

propds que os elétrons deveriam se movimentar
em planos diferentes formando um angulo entre
eles. Este angulo era determinado pela condi-
¢ao que o momento angular total do 4tomo seja
constante e igual a h. A diferenca de fases entre
os elétrons foi escolhida de forma a minimizar a
energia média de interagao entre os dois elétrons.
Com estas condigoes Kramers consegue dividir o
Hamiltoniano em duas partes. Para a primeira
parte do Hamiltoniano, Kramers mostrou que po-
dia usar a separacao de varidveis e as regras de
quantizagao. Para a segunda parte, Kramers ob-
servou que era pequena o suficiente para utilizar
a teoria de perturbacgoes. Desta forma, Kramers
consegue solucionar o problema do hélio, dentro
do formalismo da antiga teoria quéntica.

No entanto, as estimativas da teoria de Kra-
mers nao se ajustavam aos dados disponiveis.
Adicionalmente, ele mostrou que a solucido en-
contrada, para o estado fundamental, era instéavel
Como consequéncia, Kramers concluiu que para
sistemas multieletronicos a mecénica classica nao
funcionava adequadamente.

De alguma forma estes resultados contribuiram
para dar as condigoes adequadas para a procura
de uma nova teoria. Um ponto ainda mais funda-
mental foram os estudos de Kramers sobre disper-
sao, cujos resultados ainda sdo importantes atu-
almente, e também mostraram uma vez mais os
limites da teoria de Bohr.

Neste contexto, em torno de 1923 Bohr parecia
consciente que o problema da dispersao de ondas
eletromagnéticas por 4tomos poderia sobrepassar
sua teoria. A questao fundamental para Bohr
era como conciliar uma descri¢ao descontinua dos
processo atéomicos com uma descri¢cao continua do
eletromagnetismo classico [24]. Em consequéncia,
Bohr observou que o eletromagnetismo classico
ao ser construido com processos continuos esta
fortemente associado com as leis de conservagao,
as quais sao ligadas com uma descricao continua
do espago-tempo. Como os processos atomicos
sao essencialmente descontinuos Bohr pensou que
as leis de conservagao nao deveriam limitar uma
dada teoria. Portanto, Bohr comega a conside-
rar a possibilidade de uma descricao quéntica do
aAtomo nao necessariamente limitada pelas leis de
conservagao.

Neste contexto, Slater publica um artigo na
Nature em 1924 [47] onde faz uma proposta radi-
cal. Considerou que um atomo em um estado es-
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tacionario estd composto por um ntmero grande
de osciladores virtuais os quais vibram em to-
das as frequéncias possiveis para o dtomo. Este
adtomo pode emitir um pacote de energia. Quando
este pacote de energia interage com outro atomo,
que também tem um conjunto grande de oscila-
dores virtuais, pode ser provéavel que este atomo
absorva o pacote de energia e, o dtomo, possa
ser excitado a um estado de maior energia. Este
conjunto de osciladores virtuais resultam ser res-
ponsaveis da criagao de um campo virtual o qual
contém as frequéncias quanticas de transigao.

Slater considerou que a interagdo entre dtomos
é feita por campos virtuais. Desde seu ponto de
vista, este mecanismo reconciliaria a ideia de f6-
ton com a natureza continua do eletromagnetismo
classico. Em sua teoria, Slater utilizou os concei-
tos de probabilidade, dados por Einstein, com o
objetivo de determinar as frequéncias de transi-
Gao.

Slater em 1924 visitou Copenhague e Bohr se
entusiasmou com sua proposta e, em conjunto
com Kramers, discute e publica um artigo, onde
é proposta a teoria BKS. Mas Bohr e Kramers
nao gostavam do conceito de féton. Por isso, di-
ferentemente de Slater, Bohr e Kramers usaram a
ideia de osciladores virtuais para tentar dispensar
0 uso do féton. Também reinterpretaram a pro-
posta probabilistica original de Slater por consi-
derar que as leis de conservacao da energia e do
momento nao se conservam localmente, mas es-
tatisticamente Eles usaram esta teoria para rein-
terpretar o experimento de Compton.

Esta teoria encontrou rapidamente oposicao de
muitos cientistas influentes como Arnold Som-
merfeld, Albert Einstein, Compton e Wolfgang
Pauli, e ainda é incerto se o préprio Kramers
apoiava esta teoria. Por outro lado, Bothe e Gei-
ger [18] em Berlim apresentam resultados de seus
experimentos mostrando que a teoria BK.S nao
corresponde com seus resultados. Independente-
mente o proprio Compton e Simon [49] apresen-
tam resultados similares. Portanto, a teoria BK .S
foi desconsiderada.

No entanto, como observa Miller [50] talvez a
melhor contribuicao desta teoria foi a influéncia
metodoloégica sobre Heisenberg, quem percebeu
que a teoria BK S foi uma espécie de teoria inter-
mediaria da realidade. Esta nova teoria, uma vez
mais, reforcava a ideia que a teoria de Bohr de-
veria ser substituida por uma teoria mais abran-

gente.

6 Alguns artigos fundamentais

Nesta se¢do vamos mencionar brevemente trés
artigos fundamentais, publicados entre 1924-
1925, que prepararam a chegada da mecanica
quéntica com o trabalho seminal de Heisenberg.
A escolha destes artigos é incompleta. Mas sao
lteis para termos uma ideia da atmosfera inte-
lectual da época. Dois destes artigos sao direta-
mente mencionados por Heisenberg em seu artigo
de criagao da mecanica quéntica de 1925 e o outro
é devido a Pauli.

6.1 Uber Quantenmechanik [51]

Max Born foi o grande arquiteto das contri-
buigoes de Gottingen para a mecénica quintica.
Como mencionamos a teoria de Bohr funcionava
muito bem para dtomos com um elétron, mas
para atomos polieletronicos nao funcionava. Max
Born usou como estratégia adaptar o método de
perturbacgoes classicas da astronomia para siste-
mas atéomicos. Como sistema atémico foi assu-
mido o atomo de hélio, o sistema mais simples
depois do hidrogénio. Este problema foi investi-
gado inicialmente em um artigo em colaboracao
com Pauli [52] e depois em outros dois artigos em
colaboragao com Heisenberg [53,54]. Em todos
estes artigos os resultados determinados nao cor-
respondiam com os dados observacionais. Born
comenta que estes e outros resultados indicavam
que uma nova mecanica, com mudancas radicais,
deveria ser formulada.

No artigo "Uber Quantenmechanik", que tem
como tinico autor Max Born, apresenta-se formal-
mente a teoria dos movimentos periddicos multi-
plos introduzindo as técnicas de perturbagoes e
incluindo a ideia de osciladores virtuais. Porém,
considerando que a energia e momento se con-
servam. Neste artigo é mencionada pela primeira
vez a expressao: mecénica quantica (Quantenme-
chanik). No artigo Born agradece a Heisenberg
por desenvolver muitos dos calculos apresentados.
Este artigo é diretamente citado por Heisenberg,
no seu artigo seminal que inaugura a mecénica
quéntica, como sendo um dos artigo mais impor-
tantes que influenciou seu pensamento.

Cadernos de Astronomia, vol. 3, n°1, 65-83 (2022)

79



O modelo atémico de Bohr e o inicio da mecanica quéintica

A. M. Velasquez-Toribio

6.2 Uber die Streuung von Strahlung
durch Atome [55]

A teoria classica da dispersao foi desenvolvida
principalmente por Drude [56] e uma teoria ana-
loga para os processo atomicos foi apresentada
inicialmente por Ladenburg [57]. No entanto, foi
Kramers em dois pequenas notas na revista Na-
ture, em 1924, quem determinou a férmula da
dispersao, sob o principio de correspondéncia, in-
cluindo processos de emissao e absorcao [15].

No entanto, é neste artigo [55], feito em co-
laboragao com Heisenberg, que Kramers apre-
senta uma derivacao de sua teoria da dispersao
de forma sistematica. Este artigo também é ci-
tado diretamente por Heisenberg no seu seminal
artigo. Heisenberg considera que este artigo re-
presenta o maior desenvolvimento da teoria de
Bohr quando aplicada para estudar processos de
dispersao atémicos.

Um aspecto importante da féormula da disper-
sao de Kramers é que ela depende unicamente
da transicao entre dois estados estacionarios, mas
nao das grandezas dos proprios estados estaciona-
rios. Isto é, a férmula de dispersao nao depende
dos elementos da érbita como em mecéanica clas-
sica. Neste artigo se observa essa caracteristica
e deve ter influenciado em Heisenberg para pro-
curar, como ele mesmo escreve no seu artigo se-
minal, uma reinterpretacao do referencial teérico
sobre o qual construir a nova mecéanica. Este refe-
rencial nao deve incluir elementos orbitais direta-
mente e sim grandezas observaveis como frequén-
cias, intensidades, polarizagao, etc.

6.3 Principio de exclusao de Pauli [58]

Paralelamente aos trabalhos feitos em Cope-
nhague (Bohr e Kramers) e Gottingen (Born e
Heisenberg), em Hamburgo Pauli desenvolveu al-
guns conceitos inovadores. Pauli tinha desenvol-
vido sua tese de doutorado entre 1919 e 1921 so-
bre a molécula do fon de hidrogénio. Este tema foi
sugerido pelo seu orientador Sommerfeld. Usando
a mecanica quantica antiga Pauli mostrou que a
molécula do fon de hidrogénio era instével. Por-
tanto, a teoria de Bohr era incompativel com os
resultados experimentais.

Pauli investiga também o efeito Zeeman ané-
malo em metais alcalinos e com isto a estrutura
eletronica dos elementos da tabela periodica [59].
Em particular, nao havia uma base teérica para

a longitude dos periodos dos elementos da tabela
periodica (2,8,18,32,...). Depois da publicagao
de um artigo por Stoner [60| Pauli reconhece que
os nimeros quanticos de um elétron devem ser n,
l,j=1£1/2 e mj. Por n el Pauli denotou os
nimeros quanticos principal e angular respecti-
vamente. Por j o momento angular total e por
m; sua projecao, em notagao moderna. Assim,
quando ! = 0 o momento angular total do elé-
tron é dado por j = £1/2. Com base nisto Pauli
propds seu principio de exclusao: em um atomo
dois elétrons nao podem ter os quatro nameros
quanticos iguais.

Pauli, verificou que sua proposta correspondia
com resultados empiricos. Mas ele nao deu ne-
nhuma interpretagao tedrica porque pensava que
este novo nimero quantico era uma propriedade
caracteristica da nova mecénica. Entao, para
os ndmeros quanticos (n,l,j,m;) Pauli obteve
2(2] + 1) possibilidades. Assim, ele determinou
a longitude correta dos periodos (2,8,18,32,...)
como pode ser facilmente verificado. Estes resul-
tados sdo publicados em dois artigos [61] e [58].
Esta nova propriedade atualmente é conhecida
como spin do elétron e seu principio de exclusao é
fundamental para explicar a estrutura da tabela
periodica e em geral a estabilidade da matéria.

Mas o fundamental para nossa discussao é mos-
trar que Pauli com suas investigagoes leva a teoria
de Bohr até seus limites e, desta forma, contribuiu
decisivamente com resultados que mostraram a
necessidade de uma nova mecanica.

7 Conclusoes

Neste artigo revisamos o modelo de Bohr e
como o arduo trabalho de muitos cientistas, den-
tro deste referencial tedrico, permitiu abrir espago
para uma nova teoria da natureza, a mecanica
quantica. Com isto queremos mostrar que uma
nova teoria nao resulta instantaneamente sem ne-
nhuma conexao com as teorias anteriores. As no-
vas teorias, em alguns casos, tém diferengas noté-
veis com respeito das antigas teorias. No entanto,
as pecas para construir estas diferencas sdo en-
Isto pode ser
visto na relagao entre a teoria de Bohr e a mo-
derna mecénica quéantica.

Pauli, em Hamburgo, chega a um resultado
fundamental, um resultado préprio da mecanica
quantica moderna, seu principio de exclusao. A

contradas nas teorias anteriores.
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grande intuicao de Pauli ao se movimentar nos
meandros dos resultados observacionais da época,
assim como, seu conhecimento das limitacoes teo-
ricas da teoria de Bohr, permitiram que ele insis-
tisse na necessidade de um novo grau de liberdade
para o elétron, o spin.

Por outro lado, o trabalho de Heisenberg den-
tro da teoria de Bohr, especialmente, dentro do
formalismo para determinar as intensidades de
riscas espectrais e seus estudos dos processos de
dispersao da interacao entre dtomos e radiacao,
foram fundamentais, como treinamento teorico
para desenvolver a mecénica quantica. Neste sen-
tido, é fundamental a teoria BKS como inspira-
dora para a necessidade de uma nova teoria.

Em sintese, esperamos que este artigo possa
contribuir para o entendimento da importancia
da teoria de Bohr na formulagdo da mecénica
quantica, assim como, esperamos que sirva de
complemento a uma disciplina de fisica moderna
ou de introdugao & mecénica quantica.
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