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Resumo

A atragao gravitacional mutua entre os planetas do sistema solar provocam alteragoes nas suas orbitas que
seriam perfeitamente elipticas se os planetas estivessem sujeitos somente sob a agao gravitacional do Sol. Essas
alteragOes nas orbitas podem ser de periodos relativamente curtos (alguns anos) ao final dos quais os planetas
voltam ao seu estado anterior. Podem também ter um efeito cumulativo alterando pouco a pouco as orbitas
ao longo de anos ou séculos seguidos modificando completamente a orbita original ou retornando ao estado
inicial depois de varios séculos. Essas sao as mais interessantes de se analisar e sao chamadas de perturbacgoes
seculares. Nesse texto se analisa o caso mais aparente desse fendmeno ¢é a interacao gravitacional entre Jupiter e
Saturno. Alteragoes significativas foram detectadas pelo astronomo Halley em 1695, e naquela época nenhuma
justificativa razoavel a luz da lei da gravitagao universal foi encontrada, chegando a se duvidar da validade
dessa lei. O problema foi solucionado quase 100 anos depois por Laplace. Esse texto é uma analise do artigo
de Laplace Mémoire sur les inégalités séculaires des planétes et des satellites, de 1787, e seus desdobramentos
posteriores.

Abstract

The mutual gravitational attraction between the planets of the Solar System causes changes in their orbits
that would be perfectly elliptical if the planets were subject only to the gravitational action of the Sun. These
changes in orbits can be relatively short periods (a few years) at the end of which the planets return to their
previous state. They can also have a cumulative effect by gradually changing orbits over years or centuries in
a row, completely modifying the original orbit, or returning to the initial state after several centuries. These
are the most interesting to analyze and are called Secular Disturbances. This text analyzes the most apparent
case of this phenomenon: the gravitational interaction between Jupiter and Saturn. Significant alterations were
detected by the astronomer Halley in 1695, and at that time no reasonable justification in light of the law of
universal gravitation was found, leading to doubts on the validity of this law. The problem was solved almost
100 years later by Laplace. This text is an analysis of Laplace’s article Mémoire sur les inégalités séculaires des
planétes et des satellites, from 1787, and its later developments.
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1 Introducgao tros: um circulo circulando sobre outro. Apesar
da complexidade, essa linha de pensamento per-
durou até o século XVII, com aproximagoes cada
vez mais precisas. Ptolomeu usou também esse
procedimento na sua obra Almagesto, com su-
cesso. Outro fato a destacar é a descoberta atra-
vés desse processo de uma familia interessante de
novas curvas: algumas algébricas (polinomiais) e
outras transcendentes (nao polinomiais). Desco-
bertas interessante para os matemaéticos [1]. O
passo seguinte nesse contexto foi a descoberta do
movimento eliptico dos planetas e outros invari-
antes, as chamadas leis de Kepler. Estas deram
uma visdo bem simples dos movimentos planeta-

O movimento irregular dos planetas em con-
traste com o movimento circular das estrelas,
desde a antiguidade sempre causou estranheza
nos observadores do céu. A escola de Platao con-
siderava o movimento circular como sendo per-
feito e entendia que os movimentos irregulares
dos planetas seriam aparentes e que de algum
modo deveriam ser explicados através de movi-
mentos circulares. Apollonius e Ptolomeu através
da chamada teoria dos epiciclos deram uma expli-
cacao nessa linha de pensamento. Os movimen-
tos seriam obtidos através de uma série de mo-
vimentos circulares concatenados um com os ou-
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rios. Vale destacar que Kepler chegou nas suas
conhecidas leis através da interpretacao de dados
astrondmicos catalogados pelo astronomo Tycho
Brahe durante 20 anos. O préprio Kepler ana-
lisou e concluiu suas leis depois de 25 anos de
estudo.

A obra de Newton com a lei da gravitagao uni-
versal, sem divida uma das maiores descobertas
da ciéncia em todos os tempos, completou prati-
camente o ciclo de conhecimento dessa questao,
uma vez que explicava e deduzia as leis de Kepler
de um modo preciso e rigoroso. Teoria e expe-
rimentos andando juntos e de acordo. Sua obra
Principia foi publicada em 1687. A publicacao
dessa obra entretanto teve um desenrolar drama-
tico até a sua versdo final. Newton submeteu o
seu trabalho a Royal Society and Cambridge Uni-
versity Press para publicacao e sua solicitacao foi
recusada. Apos sete anos, periodo o qual New-
ton se dedicou a outras atividades irrelevantes, o
astronomo Halley, tomando conhecimento da im-
portancia do trabalho de Newton, se empenhou
para que o mesmo fosse publicado. Newton teve
que refazer todo trabalho e teve dificuldade para
isso. Depois de dezoito meses de trabalho inces-
sante surge finalmente a obra Principia. Porém
a histéria ainda nao termina ai. Halley teve que
empenhar uma soma razoavel em dinheiro para
cobrir um possivel fracasso na publicagao.

Teoria e experimentos caminhado juntos como
jé registrei. Nao demorou muito, entretanto para
surgir problemas: a lei dos quadrados inversos das
distancias funcionava bem num problema de dois
corpos (Sol e planeta). Quando porém se consi-
derou a questao envolvendo trés ou mais corpos
problemas surgiram. O mais famoso deles se rela-
cionava com os planetas Juapiter e Saturno. Esse
problema ficou conhecido como o problema das
variagoes seculares de Jupiter e Saturno.

O problema surgiu a partir de observagoes de
dados astrondmicos feitas pelo astrénomo Hal-
ley em 1695. Ele observou o seguinte: Jupi-
ter ao longo dos séculos apresenta uma acelera-
¢do no seu movimento ao redor do Sol fazendo
com que sua Orbita se espirale em dire¢cdao ao Sol.
Ao mesmo tempo Saturno apresenta nas mesmas
condicoes uma desaceleracao no seu movimento
fazendo com que sua orbita se afaste do Sol. A
permanecerem essas tendéncias era de se esperar
que Jupiter acabasse sendo projetado no Sol e Sa-
turno escapando do sistema solar. Observo que

se tal fendmeno ocorresse seriam necesséarios vé-
rios séculos ou milénios para se concretizar mas
era o que indicava as observagoes preliminares.

Como explicar esses comportamentos a luz da
lei de gravitacao? Halley apresentou esse pro-
blema para o préoprio Newton, que tentou sem su-
cesso dar uma explicagdo de natureza geométrica,
sem sucesso. Euler e Lagrange tentaram de forma
independente solucionar o problema com conclu-
soes contraditorias entre si e insatisfatorias. O
proprio Newton chegou admitir que a sua lei da
gravitacao universal tinha exce¢oes. A questao
foi finalmente resolvida por Laplace.

O artigo intitulado Mémoire Sur les Inégalités
Séculares des Planétes et. Des Satellites, publi-
cado em 1787 [2], cem anos apos a publicagao do
Principia de Newton, explicava de forma rigorosa
que o fendmeno era de fato uma consequéncia da
lei da gravitacao universal de Newton, compro-
vando portanto a sua validade universal. Nesse
contexto a destacar o seguinte: a acao gravitaci-
onal mutua entre os planetas produzem pertur-
bagOes em suas Orbitas elipticas. Algumas dessas
perturbacoes sao periddicas, de periodos relativa-
mente curtos e os planetas voltam as suas érbitas
originais apds alguns anos.

Outras perturbagoes gravitacionais entretanto
sao cumulativas. As oOrbitas sofrem pequenas al-
teracoes com o passar dos anos. Essas alteragoes
se somam ao longo dos anos e dos séculos. Elas
podem alterar completamente a 6rbita de um pla-
neta ao ponto do planeta ser projetado no Sol es-
capar do sistema solar ou ainda chocar com outro
planeta. Laplace entretanto mostra que na mai-
oria dos casos ou pelo menos nos casos em que as
frequéncias de dois planetas sdo incomensuraveis
o que sucede é que essas perturbagoes sao pe-
ridédicas; de periodos que duram séculos; ao final
dos quais as 6rbitas voltam a sua posi¢ao origi-
nal. Dai é que vem a denominacao “perturbacoes
seculares dos planetas e satélites”.

A natureza e relevancia histérica desse pro-
blema despertou meu interesse em estudar o ci-
tado artigo de Laplace. O texto presente é uma
analise desse artigo e seus desdobramentos poste-
riores.

2 Consideragoes preliminares de Laplace

As seguintes observagoes foram fundamentais
para direcionar o trabalho do autor.
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1. Os planetas e seus satélites mantém a
mesma distdncia média ao Sol principal-
mente, quando as suas interagoes mutuas sao
incomensuraveis (isto é a relagdo entre suas
frequéncias nao é dada por ntimeros inteiros).

2. Se considerarmos um periodo longo a soma
das massas dos planetas dividido pelos eixos
principais de suas 6rbitas permanecem cons-
tante. Isso pode indicar que a aceleracao de
um planeta deve ser compensada pela desa-
celeragao de um outro.

3. O movimento de Jupiter e Saturno sao pro-
ximos de comensuraveis na proporcao de 2
para 5. A aceleracdo de Jupiter ao longo dos
anos seria 6° 9’ e a desaceleracao de Saturno
16° 7.

4. Comparagoes feitas em longos intervalos
apresentam uma diminuicao da velocidade
de Jupiter e um aumento da velocidade de
Saturno. Destaco aqui que estudos desse
fenémeno baseado em observagoes realizadas
ao longo de poucos séculos induziram a con-
clusGes erradas. Ou seja para se ter uma real
dimensao do fendémeno muito séculos de ob-
servagoes Sao Necessarios.

Laplace entao relata o seguinte.

“Ao fazer a aproximagao dos movimentos de
Jupiter e Saturno até a terceira poténcia in-
cluindo excentricidade e inclinacao das 6rbi-
tas nao encontrei qualquer alteragao signi-
ficativa. Entretanto é impossivel nao reco-
nhecer essas alteragoes nas medigoes feitas

na pratica.”!

Ou seja, a teoria nao estd se ajustando com a
préatica. Alguns estudiosos a partir desse dado
concluiram equivocadamente que as referidas al-
teragoes nao teriam relagdo com a gravitagao.

A partir desse conjunto de observagoes Laplace
conjectura que: Por tras dessas variagoes obser-
vadas deve haver uma Perturbacao Secular Pe-
riddica, que justifiquem essas aparentes discre-
péancias. As orbitas em questao sofrem um longo
periodo de perturbacbes mas devem retornar as
condigOes iniciais ao final desse periodo como a
analise ao longo de muitos séculos estariam indi-
cando. A hipo6tese do planeta Jupiter se projetar
no Sol ou a de Saturno escapar do Sistema Solar

'Traducéo livre do autor.

a principio deveria ser descartada. A explicagao
a ser dada seria através de Lei da Gravitagao au-
mentando a potencia do grau na solugao aproxi-
mada.

Nas palavras de Laplace:

“ A probabilidade dessas consideracoes se-
rem a causa do fendmeno em questao me mo-
tivaram a empreender um longo e penoso cal-
culo (a partir das equagoes diferenciais cor-
respondentes), necessario para confirmar mi-
nha conjectura.”?

As equacoes diferenciais sdo aquelas obtidas a
partir da lei dos quadrados inverso das distan-
cias. Laplace faz usa de fatos oriundos dessa lei
como por exemplo as leis de Kepler.

Em outras palavras o caminho seria, partindo
das equagoes diferenciais dos movimentos de Jua-
piter e Saturno no sistema de trés corpos (Sol,
Jupiter e Saturno), adequar a teoria com os re-
sultados praticos. Os calculos desenvolvidos pelo
autor (usando as suas proprias palavras) sao ex-
tensivos e penosos. Nao tem como detalha-los
aqui. Creio que um projeto interessante fosse en-
volver uma equipe de bons alunos de calculo para
conferir os mesmos, incluindo também observa-
¢Oes praticas para tornar o processo menos arido,
mas bastante interessante.

3 Sobre as equacgoes dos movimentos de
Jupiter e Saturno

Laplace estabelece 6 equagoes diferenciais: 3
para o movimento de Jupiter, 3 para o movimento
de Saturno, fazendo uso da lei dos quadrados in-
versos de Newton.

Cada equagao se refere a componente da forca
na dire¢cao de um dos eixos coordenados x,y, z
preestabelecidos, de modo que o Sol fica fixo no
sistema de coordenadas. O Sol com massa unitéa-
ria. Para resultados gerais aplicados a qualquer
planeta ou satélites sao usadas as letras m e m/,
para massa de cada planeta ou satélite envolvido.
No caso especifico de Jupiter e Saturno o valor de
m e m' serdo respectivamente: 1/1067 e 1/3358.

Tendo em maos essas equagoes e na impossibili-
dade de apresentar uma solucao exata o caminho
¢ obter informagoes sobre a solu¢ao (proprieda-
des), comparando com os dados experimentais,
fazendo tentativas e ajustes. E nisso tudo que

2Traducéo livre do autor.
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esta a habilidade do autor. Para o leitor do texto
é impossivel diante de tantas manipulacoes de for-
mulas entender o porqué de tudo aqui, o que s6
fica claro no final daquela etapa.

A estratégia empregada entretanto é clara:
como a massa do Sol é muito maior do que a dos
planetas o movimento eliptico é predominante,
sendo afetado com o passar dos anos pelas in-
teragbes entre planetas. A partir dai e através
de algumas simulacoes a busca é por invariantes
ou seja propriedades da érbita eliptica que nao se
alteram e por propriedades que sao de fato afeta-
das e seus efeitos. Nao menos importante é obter
uma solucao aproximada dos movimentos.

4 Resultados

O eixo maior da elipse nao sofre perturbagoes
periodicas seculares relevantes: ele oscila leve-
mente em torno de um valor médio. E, portanto,
um invariante importante.

O vetor que liga o centro do sol ao centro da
elipse ¢ chamado de vetor de Laplace. Esse ve-
tor ndao é um invariante. Ele executa movimentos
periodicos leves e também movimentos seculares.
Essa é uma descoberta importante. As variagoes
seculares desse vetor sdo pequenas mas cumulati-
vas. Elas alteram a excentricidade de elipse, uma
vez que o eixo maior se mantem constante. Com
isso a Orbita se aproxima de um circulo quando a
excentricidade aumenta e se torna mais achatada
quando a excentricidade diminui. A analise que
Laplace faz das perturbagoes seculares em geral
se baseia essencialmente nesses dois resultados ou
seja que o vetor de Laplace tem variagao aparente
e cumulativa enquanto o eixo maior da elipse per-
manece quase fixo. Seria interessante registrar
mas nao disponho do valor maximo e minimo da
excentricidade de cada planeta para se ter uma
ideia da suas variagoes ocasionadas pela intera-
cao entre eles. Esse resultado valido em geral
para planetas e satélites é conhecido hoje como
teorema de Laplace. Tem algumas outras con-
sequéncias aparentes e interessantes; uma delas
é a seguinte: o movimento do vetor de Laplace
no caso da nossa Terra pode, segundo V. I. Ar-
nold, ser um dos fatores responsaveis pela Era do
Gelo [3]. Essa hipotese se fundamenta na coinci-
déncia do periodo de duracao dos dois fenémenos
e no seguinte argumento: quando a excentrici-
dade da orbita da Terra aumenta, o tempo que

a Terra permanece proxima ao Sol diminui, en-
quanto que o tempo que fica distante aumenta
em funcio da Lei das Areas de Kepler, de modo
que o clima se torna mais frio. A grandeza desse
efeito é calculada com precisao. Seria igualmente
interessante mas nao disponho dos valores méxi-
mos e minimos da excentricidade da Terra e da
Lua.

Continuando a anélise de Jupiter e Saturno,
Laplace determina o periodo de perturbacao gra-
vitacional entre esses dois planetas como sendo
877 anos valor depois ajustado para 929 anos. Ele
faz uso constante de resultados oriundos da Lei
de Gravitagao. Ao final desse periodo os planetas
voltam a posig¢ao inicial. Segundo os célculos e
observagoes registradas em varios datas diferen-
tes a aceleragao de Jupiter e desaceleragao de Sa-
turno atingiu o auge por volta de 1580. A partir
desse ano comegou o processo inverso.

A considerar aqui o seguinte o0 movimento dié-
rio de Jupiter e Saturno ao redor do sol é aproxi-
madamente 299 e 120,5 segundos de arco respec-
tivamente. Esses valores sao proximos de comen-
surdveis ou seja: o valor 2w(1)—5w(2), onde w(1)
e w(2) sao as frequéncias dos respectivos planetas
é proxima de zero e muito pequeno em relacao a
w(l) e w(2).
série da solucao aparece no denominador compli-
cando a anélise e limitando a validade da solucao
a um intervalo de tempo finito. Esse é o fator
responsével pelas pequenas mas cumulativas per-
turbagoes que duram séculos.

Esse fator no desenvolvimento em

No caso de frequéncias comensuraveis um deno-
minador do tipo anterior se anula induzindo a sé-
ries divergentes, impedindo qualquer informacao
sobre o movimento. Caso interessante comentado
no artigo se refere a trés satélites de Jupiter: o
movimento da primeiro é cerca de duas vezes o
do segundo que por sua vez duas vezes o do ter-
ceiro. Essa razao préxima de dois tem como con-
sequéncia a quase impossibilidade de haver uma
eclipse simultanea dos trés planetas. Baseado nas
tabelas disponiveis na época seriam necessarios
1.317.900 anos para que isso ocorresse. Como as
equacoes diferenciais dos movimentos de Jupiter
e Saturno nao permitem uma solugao exata, a
solugao aproximada conseguida através de ajus-
tes e comprovagoes realizadas com rigor(no caso
o autor fala em 24 medigbes em situagoes conve-
nientes), a solugao tem um intervalo de validade
finita: 1.200 para futuro e 1.000 para passado.
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Hoje com o auxilio do computador rapidamente
se prevé os movimentos em intervalos da ordem
de 10.000 anos. O computador é bom para prever
resultados, mas para analisar o movimento para
um intervalo ilimitado na direcdo do futuro ou
do passado ele nao fornece resposta. Para esse
fim pesquisas de natureza qualitativa das érbitas
foram desenvolvidas, para responder perguntas,
por exemplo do tipo: em tal situacdo especifica
a oOrbita é fechada? Resultados profundos foram
conseguidos por nomes como: Kolmogorov, Ar-
nold e Moser.

Laplace aproveita ainda todo o desenvolvi-
mento efetuado para tratar do problema Juapiter-
Saturno para solucionar um outro problema do
género envolvendo agora o sistema Lua-Sol-Terra.
Aqui é interessante reproduzir as palavras do pro-
prio Laplace:

“Permanecia ainda um outro fenémeno ce-
leste: a aceleragao media da Lua que nao pu-
demos até entao reduzir as leis da gravidade.
Os astronomos que trataram desse problema
concluiram que essa aceleragao nao poderia
ser oriunda da gravitagao. Para explica-la
recorreram a varias hipoteses, como resistén-
cia do Eter, transmissio sucessiva da gra-
vidade, acao dos cometas, etc. Depois de
varias tentativas, finalmente consegui desco-
brir a verdadeira causa desse fendmeno. Des-
cobri que a equacao secular da Lua resulta
da agdo do Sol sobre o satélite, combinada
com a variagao da excentricidade da orbita
da Terra. E periodica e depende dos mes-
mos argumentos que o quadrado desta excen-
tricidade. Quando a excentricidade diminui
como tem ocorrido constantemente desde as
observagoes mais antigas o movimento médio
da Lua aumenta e diminui no caso contrario.
Esta teoria concorda exatamente com as ob-
servacoes mais antigas e assim completa a
universalidade da Lei de Gravitagao da qual
todos os fendmenos celestes contribuem sem

excecdo para mostrar a verdade”.?

Interessante como era o pensamento na época
em que a existéncia de um éter fazia parte dos
conceitos da fisica.

3Traducao livre do autor.

5 Conclusao final

Laplace foi quem introduziu o termo “mecéanica
celeste”. O seu trabalho nessa area culminou com
a sua monumental obra Traite de mécanique cé-
leste, publicada em 5 volumes entre 1799 e 1825.
As pesquisar de Laplace foram retomadas anos
depois por Poincaré. Ele desenvolveu uma série
de outros métodos para calcular as perturbacoes
nos movimentos de corpos celestes. Esses méto-
dos estao registrados na sua obra Les Méthodes
nouvelles de la méchanique céleste.

A registrar aqui também que esses novos méto-
dos continuam a se confrontar com séries diver-
gentes e as solugoes continuam valendo num inter-
valo de tempo limitado, e como referi acima méto-
dos qualitativos foram posteriormente desenvol-
vidos [3,4]. Interessante a destacar que as consi-
deragoes geométricas de Newton para explicar as
alteragbes nos movimentos de Jupiter e Saturno
sao usadas para estudar esses métodos. Laplace
entendeu seus resultados como uma confirmacao
da lei de gravitacao universal de Newton. Hoje
em dia ninguém duvida disso.

Suas descobertas também levaram-no ainda a
concluir que o sistema solar é estavel. Entretanto
0s anos seguintes vieram mostrar que essa questao
é bem mais delicada e aparentemente ainda em
aberto.
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