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Resumo
Historicamente, as primeiras soluções da relatividade geral não foram reconhecidas como soluções de buracos
negros. Elas foram, a princípio, idealizadas para descrever o campo gravitacional de objetos massivos esferica-
mente simétricos, como o Sol ou o elétron. Neste artigo, vamos apresentar as soluções de buracos negros em
seu contexto histórico e mostrar como a nossa compreensão sobre o universo mudou à medida que desvendamos
propriedades fundamentais sobre estes campos gravitacionais. O objetivo é apresentar uma introdução histórica
sobre a relatividade geral e buracos negros, focada na teoria de gravitação e suas interpretações, como apoio
didático para aqueles que pretendem iniciar os estudos sobre o tema.

Abstract
Historically, general relativity’s first solutions were not recognized as black-holes solutions. They were, a priori,
derived to describe the gravitational field of a spherically symmetric massive objects, such as the Sun or
an electron. In this paper, I present the black-hole solutions in their historical context, revealing how our
understanding of the universe has changed as we discovered fundamental properties of these gravitational fields.
My goal is to present a historical introduction to general relativity and black holes, focusing on the theory
of gravitation and its interpretations, as didactic support for those who want to initiate their studies on the
subject.
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1 Introdução

Na teoria da relatividade geral existem quatro
soluções diferentes para as equações de campo
de Einstein que descrevem buracos negros. As
soluções de Schwarzschild, Reissner-Nordström,
Kerr e Kerr-Newman descrevem buracos negros
estáticos, carregados, em rotação e com rotação e
carga, respectivamente. No entanto, elas não fo-
ram identificadas inicialmente como soluções de
buracos negros. A ideia de que objetos como os
buracos negros existissem na natureza era consi-
derada absurda. O intuito primário de tais solu-
ções era estudar o campo gravitacional de objetos
esfericamente simétricos, como o Sol e o elétron,
por exemplo. Para isto, estes sistemas foram ide-
alizados a fim de facilitar a obtenção de soluções
analíticas das relatividade geral. O Sol foi tra-
tado como uma massa puntual, desconsiderando-
se suas dimensões. O exemplo clássico nos ar-
tigos originais de massa puntual carregada foi o

elétron, porém suas propriedades quânticas tam-
bém foram ignoradas e a simplificação do campo
gravitacional considerava apenas as propriedades
elétricas deste. Ainda assim, aos poucos os físi-
cos e matemáticos desvendaram propriedades im-
portantes destas soluções que nos levaram a uma
melhor compreensão do nosso próprio universo.
Neste artigo, vamos apresentar em seu contexto
histórico as soluções que hoje sabemos que des-
crevem buracos negros, buscando entender como
o conhecimento sobre estes objetos foi construído
e, em particular, como a visão Newtoniana do
universo foi dando lugar à interpretação relati-
vística do espaço-tempo.

A teoria da gravitação de Albert Einstein traz
uma interpretação bem diferente do universo em
comparação à teoria da gravitação universal de
Isaac Newton. Para começar, a relatividade geral
(RG), como a teoria de Einstein ficou conhecida,
redesenhou o universo como uma versão quadridi-
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mensional de um metafórico tecido cósmico que
é deformado pela matéria. Ela se opõe à pers-
pectiva tridimensional Newtoniana, que separa o
espaço do tempo, sendo este último uma compo-
nente externa que provê a evolução do universo.
Esta foi uma revolução comparável à Coperni-
cana, quando a Terra deixou de ser o centro do
cosmo. Assim como aconteceu com Copérnico, a
teoria de Einstein não foi imediatamente adotada
após sua formulação em 1915 [1]. O pensamento
Newtoniano permaneceu forte por várias décadas.

Alguns século antes de Einstein, Johannes Ke-
pler havia proposto três leis do movimento pla-
netário ao redor do Sol, baseando-se nos dados
observacionais de Tycho Brahe. Neste modelo
heliocêntrico do nosso sistema solar, planetas se-
guiam uma órbita elíptica num movimento não-
uniforme, com o Sol localizado em um dos focos
da elipse. Para explicar as leis de Kepler, Isaac
Newton sugeriu posteriormente que existe uma
força de atração entre quaisquer dois corpos mas-
sivos, ao qual ele chamou de gravidade.

O universo Newtoniano tem uma geometria
bem simples: é um espaço tridimensional Euclidi-
ano, onde o caminho mais curto entre quaisquer
dois pontos é uma reta. O tempo é uma variável
externa à geometria. Na mecânica Newtoniana, a
gravidade é essa força de atração de intensidade
F que age à distância:

F = G
Mm

r2
, (1)

onde G é uma constante chamada de constante
de gravitação universal, M e m são as respectivas
massas dos corpos sendo atraídos e r é a distância
entre eles.

Por outro lado, na relatividade geral um sis-
tema gravitacional (um sistema solar, uma galá-
xia, ou mesmo o universo como um todo) é ma-
peado em uma variedade quadridimensional cha-
mada espaço-tempo, munida de uma métrica gµν ,
µ, ν = 0, 1, 2, 3. A métrica provê uma forma de
medir distâncias no espaço-tempo, que tem uma
geometria não-Euclidiana. A curvatura deste es-
paço, dada por R, depende do conteúdo de maté-
ria do sistema. Esta relação entre matéria e cur-
vatura é dada pelas equações de campo de Eins-
tein:

Rµν −
1

2
Rgµν = 4κTµν , (2)

onde Tµν é o tensor energia-momento que des-
creve o campo de matéria, R, como dito, é a

curvatura do espaço-tempo, dada pelo traço do
tensor de Ricci Rµν , e κ é uma constante que
depende da constante gravitacional G e da velo-
cidade da luz c.

A gravidade, neste caso, é um efeito da curva-
tura do espaço tempo.

Em janeiro de 1916, no ano seguinte à formu-
lação completa da relatividade geral, o físico ale-
mão Karl Schwarzschild apresentou a primeira so-
lução exata das equações de Einstein. Esta des-
creve o campo gravitacional de um objeto mas-
sivo de dimensão puntual, uma solução de Mas-
senpunktes1. Hoje reconhecida como uma solução
de buraco negro, esta e outras soluções de massas
puntuais foram obtidas inicialmente para estudar
a gravidade gerada por objetos esfericamente si-
métricos, como representações ideais de estrelas
ou partículas carregadas. Diz-se ideal pois a exis-
tência física de objetos sem dimensão desafiava o
bom senso.

A existência de buracos negros é uma das previ-
sões mais contra-intuitivas da relatividade geral.
Em teoria, um buraco negro é um corpo super-
denso que curva o espaço-tempo drasticamente,
formando uma região onde o campo gravitacio-
nal se torna tão forte que aprisiona todo tipo de
matéria/radiação em seu interior. Mais do que
isso, a gravidade força toda a matéria a colapsar
num ponto, o centro de massa. este ponto re-
cebe o nome de singularidade. Apesar de serem
bem explicado apenas através da relatividade ge-
ral, corpos astronômicos equivalentes aos buracos
negros já haviam sido cogitados dentro da teoria
da gravitação de Newton, mas foram descartados
eventualmente. As “estrelas invisíveis” da teoria
Newtoniana também aprisionavam a luz, mas não
necessariamente colapsavam sob a influência de
seu próprio campo gravitacional, como acontece
com a versão relativística.

Cada nova descoberta sobre as propriedades
das soluções de buraco negro acompanha uma
nova percepção sobre a teoria que descreve o pró-
prio universo. Neste artigo, vamos revisar as dife-
rentes propostas teóricas sobre a gravidade atra-
vés do aprofundamento do conhecimento sobre as
soluções de buracos negros. Da hipótese da es-
trela invisível da teoria Newtoniana até as Mas-
senpunktes da teoria de Einstein, buscamos ex-
plorar como a visão geométrica e topológica do
cosmo se modificou através do estudo das solu-

1Termo em alemão para descrever “massa puntual”.
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ções de buracos negros. Com este intuito, vamos
expor a visão Newtoniana sobre estes entes e, em
seguida, acompanhar os desenvolvimentos histó-
ricos das soluções de massas puntuais da relati-
vidade geral. Nosso objetivo é apresentar uma
introdução histórica sobre a relatividade geral e
buracos negros, focada na teoria de gravitação
e suas interpretações, como apoio didático para
aqueles que pretendem iniciar os estudos sobre
o tema. Para tal, adaptamos as notações dos
artigos originais para que não haja confusão na
apresentação dos resultados de diversos autores
diferentes.

Iniciamos com uma revisão da versão Newto-
niana dos buracos negros na Seção 2, para, em
seguida, introduzirmos a versão relativística des-
tes objetos na Seção 3. Esta seção se divide em
duas subseções, uma apresentando a solução para
o campo gravitacional de um objeto massivo esfe-
ricamente simétrico (Subseção 3.1) e a outra apre-
sentando a solução para um objeto massivo esfe-
ricamente simétrico e carregado (Subseção 3.2).
Na Seção 4, apresentamos as tentativas de inter-
pretação da solução de Schwarzschild por Alvar
Gullstrand, Paul Painlevé (Subseção 4.1) e por
Arthur Eddington (Subseção 4.2), além de apre-
sentarmos, na Subseção 4.3, uma análise sobre a
interpretação do raio de Schwarzschild. Em se-
guida, apresentamos as extensões analíticas das
soluções de Schwarzschild na Seção 5. Por fim,
comentamos sobre as soluções de Kerr e Newman
para campos gravitacionais esfericamente simé-
tricos de objetos massivos em rotação, com e sem
carga, na Seção 6. Finalizamos o artigo com as
Conclusões.

2 Estrelas invisíveis: a versão Newtoniana
dos buracos negros

Em 1789, O filósofo natural2 John Michell es-
tava estudando a conexão entre distância, bri-
lho e movimento de sistemas binários de estrelas,
quando ele sugeriu que poderiam haver estrelas
completamente invisíveis para nós [2].

Michell estava estudando a relação entre lumi-
nosidade e paralaxe de sistemas binários de es-
trelas, analisando a conexão entre distância, bri-
lho e padrão de movimento destas estrelas. Com

2Pessoa que se dedicava aos estudos das ciências, da
filosofia e da natureza. O filósofo natural foi o precursor
do cientista moderno.

isso, ele percebeu que estrelas mais densas bri-
lhavam menos. Para explicar este fato, Michell
propôs que a densidade de uma estrela afetava a
velocidade com a qual a luz escapava da estrela
— uma ideia que se encaixava bem com a teoria
prevalente na época.

Para um objeto (uma partícula, por exemplo)
fugir do campo gravitacional de um corpo mas-
sivo, ele precisa atingir uma certa velocidade,
adequadamente chamada de velocidade de escape.
Neste limite, a energia cinética da partícula em
rota de fuga se torna maior que a energia poten-
cial gravitacional que o puxa na direção oposta.
A “partícula” Terra não é rápida o suficiente para
fugir da atração gravitacional do Sol, mas possui
uma velocidade que a permite se manter estável
em órbita, presa a uma trajetória elíptica ao re-
dor da estrela. Uma partícula mais vagarosa não
conseguiria escapar e nem se manter em órbita,
mas cairia em direção à fonte do campo gravita-
cional, o Sol.

O reverendo Michell perguntou o que aconte-
ceria se a velocidade de escape de uma estrela
fosse maior do que a velocidade da luz. Ele con-
cluiu que a luz não conseguiria escapar da es-
trela, ficando presa à superfície pela ação da gra-
vidade. Estas estrelas estariam, por tanto, in-
visíveis para nós. Porém, Michell deduziu que
poderíamos detectá-las através de sua influência
gravitacional em outros astros. Uma estrela orbi-
tando outra invisível apresentaria irregularidades
características em seu movimento que denuncia-
riam a presença da outra3.

A mesma conclusão foi alcançada, aparente-
mente de forma independente, pelo grande filó-
sofo natural francês Pierre-Simon Laplace em seu
livro Sistema do Mundo, cuja primeira edição é
de 1976 [4].4 Uma estrela com um raio 250 ve-
zes maior que o do Sol, mas densidade compará-
vel a da Terra não permitira que a luz escapasse
de sua atmosfera, Laplace concluiu. “Os maio-
res corpos do universo,” ele explica, “podem ser
completamente invisíveis por razão de sua magni-
tude.” Laplace deixou este comentário sem prova
em seu livro, mas publicou um artigo (em alemão)
posteriormente com uma demonstração.

A prova de Laplace é bem mais analítica do que
3Este é um método que os astrônomos utilizam hoje em

dia para detectar buracos negros. Foi assim que o buraco
negro no centro da nossa galáxia foi descoberto [3].

4Para mais sobre os trabalhos de Michell e Laplace,
veja [5].
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a argumentação mais retórica de Michell. Numa
tradução desta demonstração para métodos e ter-
minologia mais atuais, considere a força F dada
em (1). Pela Segunda Lei de Newton, a acelera-
ção da gravidade é dada por:

g = G
M

r2
. (3)

Para calcular a velocidade de escape ve de um
objeto de massa m que se afasta radialmente de
um corpo (planeta, estrela) de massa M e raio R,
é preciso que a energia cinética se iguale à energia
potencial gravitacional:

mv2e
2

= mgR ⇒ ve =

√
2GM

R
. (4)

Supondo que a massa M é constante, então a ve-
locidade de escape se torna uma função do raio
do corpo celeste. Assim, existe um raio, que de-
notaremos por a, tal que a velocidade de escape
seja a velocidade da luz. Ou seja,

c =

√
2GM

a
⇒ a =

2MG

c2
. (5)

Para um corpo de massa M com um raio igual
ou menor que a como definido acima5, a veloci-
dade de escape seria maior ou igual à velocidade
da luz, que é a velocidade limite do universo.
Uma estrela com uma densidade maior do que
M(4/3πa3)−1 seria, portanto, invisível.

Apesar desta publicação de Laplace fornecendo
uma prova para esta afirmação, o comentário so-
bre as estrelas invisíveis desapareceram do seu li-
vro a partir da terceira edição. As motivações de
Laplace para retirar este detalhe do livro não são
óbvias, mas podemos especular algumas razões ci-
entíficas. Em 1801, Thomas Young mostrou que
a luz possui uma natureza ondulatória [6], o que
faria o raciocínio de Michell e Laplace se tornar
obsoleto. A ideia da estrela invisível requer que
a gravidade Newtoniana afete a luz da mesma
forma que afeta outros corpos massivos, mas se a
luz é uma onda, então poderia, em tese, escapar
ao campo gravitacional. Este seria um bom mo-
tivo para Laplace abandonar a ideia, mas a ver-
dade é que esta hipótese de que a luz seria uma

5Veremos que a é equivalente ao raio de Schwarzschild,
hoje em dia mais comumente representado por rS . Escolhi
manter a notação mais comum nos trabalhos originais,
mantendo-me fiel ao objetivo de reconstrução histórica do
tema.

onda só se tornou popular mais de uma década
após Laplace retirar o comentário.

De qualquer forma, hoje sabemos que há uma
dualidade na natureza da luz, ela sendo conside-
rada ambas onda e partícula. Porém, também
sabemos que a luz não é massiva e a gravidade de
Newton só afeta corpos massivos, apesar dos in-
dícios observacionais de que estrelas brilham me-
nos. Com isso, as especulações de Michell e de
Laplace sobre estrelas invisíveis não são bem fun-
damentadas dentro da teoria Newtoniana da gra-
vitação.

3 Massenpunktes: a versão relativística
dos buraco negros

Em 1905, Albert Einstein publicou a primeira
de suas duas teorias relativísticas. A relativi-
dade especial, como esta ficou conhecida poste-
riormente, diz que tempo e espaço são relativos.
Ou seja, um observador inercial mede distâncias e
o tempo decorrido entre eventos diferente de um
observador em movimento [7]. Nos dez anos se-
guintes, Einstein trabalhou numa teoria que ex-
plicasse a gravidade considerando esta relativi-
dade entre espaço e tempo, finalizando-a em 1915.

Em contraste com a teoria da relatividade es-
pecial, a teoria da gravitação de Einstein não foi
instantaneamente bem aceita. Ela recebeu vá-
rias críticas pela sua natureza abstrata [8]. A
teoria dependia de um formalismo matemático
avançado para a época e, por isso, ela recebera
as acusações de ser “muito matemática” e difícil
de aplicar. O espaço-tempo é curvo e com qua-
tro dimensões. A matemática de espaços curvos
de dimensões mais altas havia sido introduzida
pelo matemático alemão Bernhard Riemann há
pouco mais de 50 anos quando o artigo de Eins-
tein foi publicado, com desenvolvimentos essenci-
ais para a teoria de Einstein apenas no final do
século XIX e início do século XX [9]. A teoria
da gravitação de Einstein era uma aplicação da
matemática mais moderna que havia na época, o
que limitou a compreensão inicial da teoria.

As equações de Einstein (equação (2)) são um
conjunto de equações diferenciais parciais cuja
solução é uma descrição do formato do espaço-
tempo através de um tensor gµν chamado de mé-
trica. A métrica é uma forma de medir distân-
cias neste espaço quadrimensional formado por
uma dimensão temporal mais três espaciais. A
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primeira solução encontrada para as equações de
Einstein descreve um buraco negro, mas este fato
só foi compreendido décadas mais tarde.

3.1 A solução de Schwarzschild: a
primeira solução exata da relatividade
geral

Em 1900, o físico alemão Karl Schwarzschild já
estava pensando em espaços curvos para descre-
ver o universo. Na introdução do seu artigo so-
bre a curvatura do universo [10], ele explicou que
sua motivação para estudar espaços curvos não
teria aplicação real prática ou mesmo significado
matemático pertinente, mas que era um assunto
interessante por se tratar de uma extensão da vi-
são de mundo para além do que é acessível e que
abre estranhas possibilidades para futuros expe-
rimentos. Mesmo antes da formulação da relati-
vidade geral, Schwarzschild já apresentava uma
predisposição a abandonar a mentalidade Eucli-
diana que permeava a teoria Newtoniana. Então,
quando Einstein finalizou a sua teoria da gravita-
ção, Schwarzschild já estava versado na matemá-
tica necessária para entendê-la.

No início de 1916, Schwarzschild publicou dois
artigos detalhando uma solução para as equações
de Einstein [11, 12]6. Ele queria encontrar a so-
lução para o campo gravitacional do Sol e, por-
tanto, considerou um sistema idealizado onde ha-
via simetria esférica do campo e em que a massa
M presente no sistema estava toda concentrada
num ponto na origem do sistema de coordenadas.
Ela seria uma massa pontual ou Massenpunktes,
no original alemão. A partir destas considera-
ções, adotando coordenadas esféricas, esta solu-
ção é descrita através do elemento de linha7:

ds2 =
(
1− a

r

)
dt2 − dr2(

1− a
r

) − r2dΩ2 , (6)

onde a seria, a princípio, uma constante de inte-
gração e

dΩ2 =
(
dθ2 + sen2θ dϕ2

)
.

Esta é a forma mais conhecida da Solução de
Schwarzschild.

6Ambos foram traduzidos para o inglês, [13,14].
7Um elemento de linha ds2 é uma outra forma de re-

presentar a métrica gµν , de tal forma que, na notação de
Einstein, temos ds2 = gµνdx

µdxν .

No primeiro artigo [11], Schwarzschild notou
que a solução (6) possui dois pontos de descon-
tinuidade, ou, em outras palavras, duas singula-
ridades. Para r = 0 e r = a, os coeficientes g00
e g11, respectivamente, possuem uma divisão por
zero. Hoje em dia, sabemos que estas represen-
tam a singularidade no interior do buraco negro
e o horizonte de eventos. Porém, Schwarzschild
não aprofundou sua análise sobre estes pontos,
preferindo, ao invés, apresentar um exemplo em
que a solução é aplicável: no cálculo do periélio
de Mercúrio e da lei do movimento circular de
Kepler.

No entanto, Schwarzschild propôs um modelo
mais realista em um segundo artigo [12]. Neste,
ele substituiu a massa puntual que gera o campo
gravitacional por um objeto esférico composto de
um fluido incompressível, que possui um tensor
energia-momento não nulo, ao contrário do objeto
massivo puntual. A teoria da relatividade geral,
segundo ele, depende tanto da quantidade de ma-
téria quanto de sua energia e por isso este seria
um modelo menos idealizado. O campo gravita-
cional exterior a essa esfera continuaria descrito
pela solução de massa puntual, porém o interior
possuiria uma distribuição homogênea de maté-
ria e, portanto, não apresentaria as singularidades
que a solução de massa puntual apresentou.

Nesta configuração, Schwarzschild encontrou
as condições de continuidade na transição de uma
região (o vácuo) para a outra (o interior do ob-
jeto massivo esférico). Ele deduziu que a soma
da densidade e pressão (ρ0 + p) dentro da esfera
cresce proporcionalmente à velocidade da luz e
que há uma quebra de continuidade se a esfera
possui um certo raio, a. Este fato, argumentou
Schwarzschild, estabelece um limite para a den-
sidade do fluido incompressível. “Para um obser-
vador externo” [14, p. 32] a esfera não pode ter
um raio menor do que a.

Na literatura, este raio r = a ficou conhecido
como raio singular, raio gravitacional ou, mais
comumente, raio de Schwarzschild. A observação
de Schwarzschild de que a esfera não poderia ter
um raio menor do que a é um resultado válido
para um observador externo é notável. Mostra
que Schwarzschild entendia bem que diferentes
coordenadas correspondiam a observadores dis-
tintos. Mas este comentário permaneceu inexplo-
rado. Infelizmente, Schwarzschild faleceu no mês
seguinte a esta publicação em decorrência de uma
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doença autoimune.
Por volta da mesma época, o matemático ho-

landês Johannes Droste encontrou a mesma solu-
ção para o problema de forma independente [15].
Quando a publicação foi finalizada, ele já havia
tomado conhecimento do trabalho de Schwarzs-
child e o cita numa nota de rodapé. Droste se
referiu à solução como uma solução esfericamente
simétrica para o campo gravitacional de uma
massa central. Assim como Schwarzschild, ele na-
turalmente escolheu coordenadas esféricas para as
dimensões espaciais do espaço-tempo e obteve as
mesma equação que Schwarzschild (equação (6)).
No entanto, o caminho para chegar a esta solu-
ção difere do de Schwarzschild. Ao invés de focar
no corpo celeste que gera o campo gravitacional,
Droste investigou o movimento de uma partícula
teste sob a influência do campo gravitacional do
objeto estudado. Sobre o raio singular, ele obser-
vou que uma partícula numa trajetória radial em
direção ao centro de massa levaria um tempo in-
finitamente longo para cruzar este raio. Por esta
razão, ele considerou em sua análise apenas a so-
lução na região exterior a este raio gravitacional.

Ao contrário de Schwarzschild, Droste não no-
tou que o movimento da partícula está descrito
nas coordenadas de um observador externo e não
do referencial da própria partícula. O cálculo de
Droste mostra que um observador externo que
observa uma partícula em trajetória radial em
direção ao centro de massa do campo gravita-
cional demoraria um tempo infinito para cru-
zar o raio de Schwarzschild de uma massa pun-
tual. A forma final do elemento de linha como
apresentado na equação (6) é devida a Droste
e, por isso, as coordenadas da solução descrita
desta forma são conhecidas como coordenadas de
Droste-Schwarzschild.

Outro matemático que abordou a questão em
1917 foi o alemão Herman Weyl. Num compên-
dio sobre soluções esféricas da relatividade geral
intitulado Sobre a teoria da gravitação [16], Weyl
apresentou um sistema de coordenadas diferente
para a solução de Schwarzschild, propondo uma
extensão analítica desta:

ds2 = −
(
1 +

a

r′

)4 (
dx21 + dx22 + dx23

)
+

(
1− a

r′

1 + a
r′

)2

dx20 , (7)

onde dr′ 2 + r′ 2dΩ2 = 16
(
dx21 + dx22 + dx23

)
. A

coordenada de Droste-Schwarzschild (t, r) se rela-
ciona com a de Weyl (x0, r′) pela transformação8

t = x0 ; r =
r′

4

(
1 +

a

r′

)2
. (8)

Weyl foi além de encontrar a solução para a
geometria do espaço-tempo e propôs uma descri-
ção topológica para a solução de Schwarzschild.
Ele observou que as coordenadas de Droste-
Schwarzschild cobrem duas vezes a mesma região,
a região externa ao raio de Schwarzschild, quando
projetadas no plano z =

√
4a(r − a) = 0. Por

outro lado, o sistema de coordenadas que Weyl
utiliza é uma extensão analítica (conforme ao es-
paço Euclidiano) que cobre as regiões interior e
exterior ao raio singular, de forma que o tempo
próprio na solução interior é positivo. Porém
Weyl conclui que esta extensão é um artifício ma-
temático, argumentando que na natureza a solu-
ção não se aplicaria ao interior da esfera singular.

Embora Weyl tenha considerado a extensão
analítica para o interior da esfera de Schwarzs-
child sem sentido físico, ele percebeu que, mate-
maticamente, só poderíamos visualizar as propri-
edades topológicas da solução se considerássemos
a solução estendida. De qualquer forma, a consi-
deração de uma extensão analítica não apresen-
tou nenhuma mudança imediata na interpretação
da solução de Schwarzschild e não recebeu muita
atenção na época. Era meramente uma curiosi-
dade matemática.

3.2 A solução de Reissner-Nordström
para uma massa puntual
eletricamente carregada

Massas puntuais é uma expressão que remete
a partículas massivas. A partir desta, surgiu
naturalmente a pergunta: “é possível encontrar
a solução exata da relatividade geral para uma
um campo gravitacional de uma partícula mas-
siva carregada, tais como elétrons e prótons?”. A
questão estava tão imediata que quatro pessoas
diferentes resolveram o problema de forma inde-
pendente: Hans Reissner em 1916, Herman Weyl
em 1917, Gunnar Nordström em 1918 e George
B. Jeffery em 1921.

O engenheiro aeronáutico Hans Reissner pu-
blicou Sobre a gravidade inerente de um campo

8Weyl não apresenta a transformação de coordenadas
explicitamente, mas o resultado final carrega um erro de
cálculo: onde aparece a, ele encontrou a/4.
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elétrico de acordo com a teoria de Einstein [17]
em março de 1916, dois meses depois do primeiro
artigo de Schwarzschild. Reissner leu o artigo
de Schwarzschild e seguiu seus passos, usando as
equações de campo para encontrar as componen-
tes da métrica para o caso de uma partícula carre-
gada, considerando o tensor energia-momento de
um campo eletricamente carregado que Einstein
apresentou em seu artigo inicial [1]. Com cálcu-
los diretos, Reissner chegou a uma solução exata,
embora não tenha explicitado o elemento de linha
desta.

Assim como a solução de Schwarzschild, a
de Reissner também apresentou singularidades,
uma na origem e dois raios singulares. Porém,
considerando a massa do elétron, ele encontrou
que os valores destes raios são, respectivamente,
0, 408× 10−55cm e 1, 337× 10−34cm. Ambos me-
nores do que o raio da partícula, que é da ordem
de 10−13cm. Portanto, Reissner concluiu que não
haveria necessidade de estender a solução para a
região interior ao raio destes raios. Com este pro-
blema parcialmente solucionado, ele prosseguiu
para mostrar que era possível recuperar a solu-
ção de Schwarzschild ao tomar o limite da carga
elétrica indo à zero.

A segunda parte do artigo de 1917 de Herman
Weyl [16] é dedicada também à solução de massa
puntual carregada. Para este caso, Weyl argu-
mentou que é importante abordar o problema
através do formalismo Hamiltoniano, que ele jul-
gou suficientemente amplo para englobar o co-
nhecimento sobre a matéria. Esta consideração
diferencia os cálculos de Weyl do método utili-
zado por Reissner. Foi assim que Weyl chegou à
solução escrita em forma de elemento de linha,

ds2 =

(
1− a

r
+

Q2

r2

)
dt2

−
(
1− a

r
+

Q2

r2

)−1

dr2 − r2dΩ2 , (9)

onde Q = (e/c)
(√

a/2m
)

é uma função da carga
elétrica e e da massa do elétron m. Assim como
Reissner, Weyl identificou duas singularidades ra-
diais, as quais ele chamou de raio gravitacional
associado à massa do elétron e raio gravitacio-
nal associado à carga do elétron. Ele também
observou que ambos seriam menores que o raio
do elétron, mas, desta vez, não expôs nenhuma
interpretação topológica da solução.

A equação (9) é conhecida atualmente como
Solução de Reissner-Nordström, em homenagem
a Reissner e ao físico teórico finlandês Gunnar
Nordström. Em 1918, Nordström encontrou esta
mesma solução para um “um campo de um centro
elétrico” [18]. A influência do trabalho de Droste
sobre Nordström é perceptível nesta escolha de
palavras, centro elétrico ao invés de massa pon-
tual carregada. Mas também notamos tal influên-
cia na estratégia adotada para abordar o pro-
blema. Similar ao trabalho de Droste [15], Nords-
tröm introduziu o campo elétrico como um termo
na Hamiltoniana do sistema, derivando desta a
equação (9). Curiosamente, a notação mais usu-
almente adotada para a equação (9) é a intro-
duzida por Nordström, ao invés da de Reissner,
espelhando o que acontece com o caso das coor-
denadas de Droste-Schwarzschild.

Ao colocar o problema como o cálculo do
campo gravitacional de um ‘centro’ carregado,
Nordström estrategicamente evitou a idealização
matemática da massa pontual, como encontrada
nas primeiras soluções de Massenpunktes. Em-
bora a carga estivesse centrada na origem do sis-
tema de coordenada, o corpo massivo que produz
o campo teria um raio positivo e não nulo. Nords-
tröm explicou que tal corpo massivo teria uma
borda finita, mas ele desconsidera a possibilidade
de raios pequeníssimos através de considerações
físicas. Analisando a componente g00 do tensor
métrico, ele notou também há dois raios singula-
res:

g00 = 0 ⇒ r =
a

2
±
√

a2

4
−Q2 , (10)

mas não tece comentários sobre eles.
Posteriormente, em 1921, George Barker Jef-

fery da Universidade de Londres publicou seu ar-
tigo O Campo de Elétron na Teoria da Gravitação
de Einstein [19] expondo os desenvolvimentos das
soluções para as equações de Einstein obtidas até
aquele momento e apresentando a solução para o
campo gravitacional de uma partícula carregada.
Ele citou o artigo de Nordström, embora não te-
nha feito menção a Reissner ou Weyl, mas co-
menta que tomou conhecimento do artigo após
ter derivado a solução. Por isso, Jeffery propôs
que o seu pudesse ser considerado um método al-
ternativo ao de Nordström, pois Jeffery derivou
o resultado da forma tensorial das equações de
campo (assim como fez Reissner), em contrapar-
tida ao cálculo de Nordström, que se baseou na
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abordagem Hamiltoniana.
Jeffery refletiu sobre o conceito de um elétron

pontual9. Ele observou que, embora na teoria
eletromagnética o elétron fosse geralmente con-
siderado uma partícula sem dimensões, quando
o assunto é gravitação esta hipótese não poderia
ser considerada, porque isto resultaria num ponto
massivo de densidade infinita. Mesmo para uma
partícula sem carga, Jeffery argumenta, o sistema
não poderia ser tratado como um ponto singu-
lar por causa do raio gravitacional singular, como
apontado por Schwarzschild. Porém, Jeffery no-
tou que, na nova teoria da gravitação, não haveria
zeros ou infinitos se e2/m2 > κ = 0.67× 10−7 no
sistema CGS de unidades, sendo e é a carga elé-
trica, m a massa da partícula e κ está relacionada
à constante gravitacional. Esta condição é am-
plamente satisfeita para os casos do elétron e do
núcleo de hidrogênio. Portanto, Jeffery concluiu
que pode-se desconsiderar estas soluções singula-
res do campo sem problemas [19, p. 131].

Jeffery terminou o artigo calculando o desvio
da luz causado pelo campo gravitacional de uma
estrela carregada, usando o campo eletromagné-
tico do Sol para fazer uma pequena correção às
previsões anteriores de Einstein.

4 Entendendo as soluções:
reinterpretando mudanças de
coordenadas.

Depois do sucesso da expedição de Sobral em
1919 [21], que mediu a deflexão da luz de acordo
com o que foi previsto pela teoria da relativi-
dade geral, a popularidade de Einstein cresceu no
mundo inteiro e sua teoria da gravitação ganhou
destaque no meio acadêmico [22]. Com destaque
apareceram críticas, em especial à teoria da gra-
vitação de Einstein, que ainda permanecia mal
compreendida.

9Antes disso, Jeffery comentou sobre o movimento de
um elétron no campo gravitacional de um núcleo atômico
carregado. Para isso, ele considera a massa e a carga do
elétron como sendo negligenciáveis, uma hipótese que ele
mesmo admite ser problemática, mas que este seria “o me-
lhor jeito de lidar com a solução correspondente à duas
singularidades [núcleo e elétron]” [19, p. 127]. Posteri-
ormente, em 1926, Jeffery retornaria a este problema da
gravitação entre dois corpos não pontuais e publicaria, em
conjunto com O.R. Baldwin, um dos artigos mais impor-
tantes sobre ondas gravitacionais, A Teoria Relativística
de Ondas Planas [20].

Pelo menos duas pessoas usaram a solução de
massas puntuais para criticar a relatividade ge-
ral, alegando inconsistências físicas no modelo.
Foram eles o matemático e político francês Paul
Painlevé e o duas vezes vencedor do Prêmio Nobel
e oftalmologista Alvar Gullstrand. Mas os proble-
mas apontado por eles não foram nem a presença
das singularidades e nem a idealização do modelo
ao considerar um ponto massivo ao invés de uma
estrela. O que Painlevé e Gullstrand entende-
ram como inconsistências físicas era, na verdade,
uma característica da propriedade covariante das
equações de Einstein.

4.1 Coordenadas de Gullstrand-Painlevé

Em 1921, Paul Painlevé publicou dois artigos,
Mecânica Clássica e a Teoria da Relatividade [23]
e Sobre a Gravitação da Mecânica de Newton e
da Mecânica de Einstein [24], nos quais ele re-
solveu as equações de Einstein para o campo de
um corpo esfericamente simétrico de uma massa
adimensional em repouso. Painlevé obteve um
elemento de linha diferente do Schwarzschild,

ds2 =
(
1− a

r

)
dτ2 + 2

√
r

a
dr dτ − dr2

− r2
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)
. (11)

Ele supôs que diferentes elementos de linha para
um mesmo modelo implicava em uma física di-
ferente e que, por isso, a relatividade geral seria
inconsistente [23, pp. 8-9]. Não é este o caso. O
historiador da ciência Jean Eisenstaedt acredita
que esta conclusão ocorreu devido à má interpre-
tação da covariância das equações de Einstein,
afirmando que os físicos tendiam a pensar nas co-
ordenadas como medidas físicas e não como refe-
renciais [8, p. 176].

A covariância de Lorentz, ou princípio da re-
latividade especial, diz que as equações de Eins-
tein (equação (2)) são invariantes sob certos tipos
de transformações de coordenadas, que represen-
tam diferentes referenciais inerciais. O elemento
de linha (11) está escrito em coordenadas (τ, r)
que se relacionam com as coordenadas de Droste-
Schwarzschild (t, r) da seguinte forma:

τ = t− 2
√
a r − 1

2
ln

(√
r +

√
a√

r −
√
a

)
. (12)

Enquanto isso, Alvar Gullstrand havia recebido
um pedido do comitê do Prêmio Nobel para es-
crever um relatório sobre o trabalho de Einstein,
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com o objetivo de avaliar sua candidatura ao prê-
mio em 1921. Einstein foi nomeado ao prêmio
Nobel todos os anos entre 1910 a 1922, com ex-
ceção a 1911 e 1915. Ele eventualmente ganhou
o prêmio em 1921 devido ao seu trabalho sobre
o efeito fotoelétrico, mas foi por causa do relató-
rio desfavorável de Gullstrand que Einstein não
recebeu o prêmio pela sua teoria da relatividade
geral [25].

Em seu artigo de 1921, A Solução Geral para o
Problema do Corpo Estático na Relatividade Ge-
ral de Einstein [26], Gullstrand obteve indepen-
dentemente o mesmo elemento de linha que Pain-
levé (equação (11)). Porém, ao invés de afirmar
que esta configurava uma física diferente, como
fez Painlevé, ele usou seu resultado para calcular
o periélio de Mercúrio, concluindo que o cálculo
da órbita deste planeta depende de constantes ar-
bitrárias e que isso dava a impressão de que seria
possível obter qualquer resultado para a preces-
são do periélio que se quisesse. Este seria um
parâmetro livre que deveria ser vinculado com as
observações e que, portanto, o cálculo da preces-
são do periélio de Mercúrio não seria uma “vitó-
ria” da relatividade geral sobre a teoria clássica
Newtoniana. Gullstrand também reparou que o
desvio para o vermelho das linhas espectrais do
Sol dependia deste parâmetro arbitrário, embora
a deflexão da luz permanecesse inalterada.

O sistema de coordenadas usado no elemento
de linha (11) ficou conhecido como coordenadas
de Gullstrand-Painlevé (GP). É interessante no-
tar que, nas coordenadas de GP, o raio singular
desaparece. A solução (11) regulariza a singulari-
dade do raio de Schwarzschild, mas este fato pas-
sou despercebido na época. O objetivo de ambos
Gullstrand e Painlevé era analisar o que a relativi-
dade geral afirmava sobre o campo gravitacional
do Sol, um astro com um raio maior do que o de
Schwarzschild e, portanto, as singularidades da
solução de massa puntual se encontravam fora do
domínio que eles estudavam.

4.2 As coordenadas de Eddington

Havia, como vimos, uma dificuldade coletiva
para entender a matemática por trás das mudan-
ças de referenciais na relatividade geral. Qual-
quer solução das equações de Einstein (2) para
uma massa puntual esfericamente simétrica é a
solução de Schwarzschild, independente do sis-
tema de coordenadas adotado. O físico George

Birkhoff demonstrou isso em 1923 [27]. Birkhoff
mostrou que, até para campos dinâmicos como os
de estrelas pulsantes, a solução das equações de
Einstein seriam a mesma. Tal resultado se tornou
conhecido como Teorema de Birkhoff, o campo
externo de qualquer objeto esfericamente simé-
trico (sem carga e sem rotação), pulsante ou não,
é descrito pela solução de Schwarzschild. Uma
das consequências disso é que estrelas pulsantes
não gerariam ondas gravitacionais.

Portanto, soluções como a de Painlevé e Gulls-
trand são a mesma que Schwarzschild.

Painlevé e Gullstrand não foram os únicos a
considerarem que coordenadas diferentes resulta-
vam em físicas diferentes. Em 1922, o matemá-
tico e filósofo inglês Alfred Whitehead também
afirmou ter encontrado uma solução alternativa
para o campo gravitacional do Sol segundo a RG,
que também exibiria um resultado diferente para
o cálculo do periélio de Mercúrio [28]. Em de-
fesa à teoria de Einstein, o físico inglês Arthur
S. Eddington, um dos maiores entusiastas da re-
latividade geral na época e a pessoa que liderou
as expedições que confirmaram a deflexão da luz
pelo campo gravitacional do Sol de acordo com a
teoria de Einstein, publicou um relatório de uma
página na revista Nature em 1924 [29], mostrando
que o resultado de Whitehead era exatamente o
mesmo que o de Schwarzschild, a menos de uma
transformação de coordenadas.

Eddington reescreveu a expressão de Whi-
tehead como,

ds2 =
(
−dr2 − r2dθ2 − r2 senθdϕ2 + dt21

)
− 2M

r
(dt1 − dr)2 , (13)

mostrando explicitamente que esta solução es-
crita nas coordenadas (t1, r) corresponde à solu-
ção de Schwarzschild nas coordenadas (t, r) atra-
vés da transformação de coordenada:

t1 = t− 2M log(r −M) . (14)

Não é exagero dizer que Eddington era um
dos poucos especialistas em relatividade geral na
época. Este e outros exemplos demonstram que
ele compreendia bem as propriedades covarian-
tes da teoria. Mesmo assim, a relatividade geral
apontava para fenômenos tão estranhos que nem
mesmo Eddington pôde aceitar.

A existência física de estrelas superdensas com
raios menores do que o de Schwarzschild, desafi-
ava a filosofia de Eddington. Ele não acreditava
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que regiões de onde nada pudesse escapar, re-
giões onde nenhuma medida pudesse ser feita por
um observador externo, pudessem existir na reali-
dade. Nas coordenadas (13), o raio de Schwarzs-
child também é regularizado. Eddington não re-
levou esta informação, argumentando numa pu-
blicação no mês seguinte contra a existência de
objetos com raios menores que o de Schwarzschild
num contexto astrofísico [30], estabelecendo a hi-
pótese de que as estrelas permaneceriam em equi-
líbrio hidrodinâmico [31] e nunca se contrairiam
além dos seus raios gravitacionais.

4.3 Idealizações: as massas puntuais e o
mito do raio intransponível

As soluções de massas puntuais são hoje reco-
nhecidas como soluções de buracos negros, mas
eram, à princípio, soluções idealizadas que não
necessariamente condiziam com a realidade ob-
servada. Havia muito o que questionar sobre a
solução de Schwarzschild. Em particular, a natu-
reza das duas singularidades que esta apresenta
era uma questão matemática que os físicos rapi-
damente atribuíram à idealização do modelo, ou
seja, era um problema que aparecia apenas ao se
desconsiderar as dimensões da fonte do campo
gravitacional. Isso se torna mais evidente nas
análises da solução para o campo gravitacional
de partículas carregadas, cujos raios eram maio-
res do que os raios singulares que apareciam na
solução, como vimos na Subseção 3.2.

As singularidades na origem do sistema de co-
ordenadas e a esférica eram problemáticas, mas
os argumentos de Schwarzschild e Droste de que
estas regiões não eram fisicamente relevantes fize-
ram sentido, a princípio. Mas esta suposição de
que era uma região fisicamente irrelevante tam-
bém fazia sentido de um ponto de vista astrofí-
sico, já que a densidade que uma estrela compacta
com raio menor que seu raio de Schwarzschild de-
veria ser, no mínimo, centenas de trilhões de vezes
maior do que qualquer densidade encontrada na
Terra [31].

No final da década de 1920, o cosmólogo e pa-
dre belga George Lemaître, em sua tese de douto-
rado que se tornou um marco da cosmologia, de-
monstrou que o raio de Schwarzschild era, na ver-
dade, uma singularidade aparente [32]. Isto signi-
fica que a natureza singular do raio de Schwarzs-
child depende do sistema de coordenadas. Le-
maître também mostrou que a origem, a outra

singularidade da solução de Schwarzschild, era,
no entanto, uma singularidade real. Ou seja, não
importa com qual sistema de coordenadas a so-
lução é descrita, esta singularidade sempre estará
presente.

Restava ainda saber se a esfera delimitada pelo
raio de Schwarzschild era mesmo intransponível,
como Droste tinha mencionado. O físico japo-
nês Yusuke Hagihara, ao analisar as trajetórias
de partículas se movendo num campo gravitacio-
nal de Schwarzschild em 1931, mostrou que, ma-
tematicamente, as trajetórias iniciadas no exte-
rior do raio de Schwarzschild poderiam sim cru-
zar o raio gravitacional, mas Hagihara interpre-
tou isto como órbitas colisionais [33] de partícu-
las caindo na estrela. Como não haveriam corpos
com um raio menor que o de Schwarzschild, ele
argumenta, as partículas colidiriam com a super-
fície da estrela antes de cruzar tal raio. Nesta
mesma década, o físico e matemático Howard
P. Robertson, também estudando trajetórias de
partículas num campo gravitacional de Schwarzs-
child, demonstrou que elas poderiam sim cruzar
o raio de Schwarzschild na direção de fora para
dentro, mas não de dentro para fora10. Apesar
de Robertson comunicar oralmente o resultado a
vários pesquisadores próximos (incluindo Albert
Einstein), estas contas foram publicadas apenas
postumamente, em 1968 [34].

Segue disto que o raio de Schwarzschild não é
intransponível.

Einstein, averso à ideia da existência de sin-
gularidades no universo, sugeriu uma mudança
drástica na topologia do espaço-tempo [35] numa
tentativa de evitar que as singularidades apare-
cessem na teoria. No lugar da singularidade,
Einstein e Nathan Rosen propuseram uma cone-
xão entre duas regiões (desconexas) do espaço-
tempo através de uma espécie de ponte. A so-
lução de Schwarzschild cobre a região exterior
duas vezes, como bem apontou Weyl (Subseção
3.1) e esta “ponte” seria uma conexão entre es-
tas duas coberturas. Tal conexão recebeu o nome
de ponte de Einstein-Rosen. Posteriormente, em
1939, Einstein publicou outro artigo alegando ter
provado que singularidades não se formariam, que
estrelas não se contrairiam para além do raio de
Schwarzschild [36]. De fato, Einstein disse, elas

10Ou vice-versa. As contas de Robertson já identifica-
vam a possibilidade de uma extensão analítica com uma
solução de um buraco branco (de onde tudo escapa e nada
adentra), mas Robertson não chegou a esta conclusão.
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não se contrariam para além de (2 +
√
3) vezes o

raio de Schwarzschild. Embora sua conclusão es-
tivesse errada, o seu cálculo mostrava na verdade
o limite ao qual é possível obter órbitas estáveis
ao redor do buraco negro.

De sua concepção até meados da década de
1920, a relatividade geral estava em sua infân-
cia, onde as pessoas ainda tentavam entender a
matemática e as implicações da teoria. Na se-
gunda metade desta década, a relatividade entrou
num período de estagnação que durou aproxima-
damente trinta anos11, caracterizado pela dimi-
nuição do interesse na teoria, como poucas publi-
cações sobre o tema.

Sobre a idealização das soluções de massas pun-
tuais, havia a esperança de que a física nuclear,
bem melhor entendida e testada do que a rela-
tividade geral, seria capaz de evitar que a ma-
téria se agregasse desta forma. J. Robbert Op-
penheimer e colaboradores mostraram que este
não é o caso [37–39], que a força gravitacional de
objetos supermassivos não entraria em equilíbrio
com as forças nucleares, ganhando a disputa afi-
nal. Isso implica que estrelas supermassivas se
contraem indefinidamente até o centro de massa.
Oppenheimer calculou que isto aconteceria num
tempo finito. O último artigo da trilogia de Op-
penheimer, em coautoria com G.M. Volkoff, foi
publicado em 1° de setembro de 1939, no dia em
que a Segunda Guerra Mundial foi oficialmente
declarada. Neste e nos anos seguintes, as pes-
quisas sobre gravitação, cosmologia e astrofísica
basicamente cessaram [40].

5 Extensões Analíticas

A Segunda Guerra Mundial terminou em 1945,
mas demorou alguns anos até que as pesquisas
em relatividade geral retornassem. Trinta e cinco
anos após sua formulação, a relatividade geral
conquistou enfim menos desconfiança da comu-
nidade científica. Os questionamentos dos anos
iniciais sobre a validade da teoria, assim como as
dúvidas sobre que física ela descrevia, não apare-
ceram novamente no pós-guerra.

Apesar dos artigos de Oppenheimer, a existên-
cia de objetos colapsados gravitacionalmente, os
buracos negros, ainda era suspeita, mas não com-
pletamente rejeitada, como nas décadas anterio-

11Tal período o historiador da ciência Jean Eisenstaedt
denominou de período de águas rasas [8].

res. Não havia evidência observacional de que
objetos com tal densidade existissem, mas a te-
oria gravitacional por trás das soluções de mas-
sas puntuais voltou a ganhar notoriedade a partir
da década de 1950. Nessa nova fase das pesqui-
sas, o foco se tornou buscar entender as soluções
por completo. Para isso, era importante buscar
extensões analíticas das soluções, de forma a des-
vendar propriedades escondidas pela limitação to-
pológica das coordenadas radiais que caracteriza-
vam as soluções de massas puntuais.

5.1 O retorno da relatividade geral: o
artigo de 1950 de Synge

Em 1950, o matemático irlandês John Lighton
Synge, na época trabalhando no Canadá, reto-
mou suas pesquisas sobre cosmologia e gravitação
depois dos anos de guerra, nos quais seus conhe-
cimentos foram utilizados em pesquisas de apli-
cação mais imediata. Dez anos após a publicação
dos artigos divergentes de Einstein e Oppenhei-
mer, um alegando que uma estrela não se contrai-
ria além do raio de Schwarzschild e o outro afir-
mando o contrário, Synge sentiu a necessidade de
verificar esta afirmação de um ponto de vista pu-
ramente gravitacional [41]. Synge observou que
o problema não é comumente levado a sério por
sua estranheza astrofísica, mas que era necessá-
rio se perguntar se a teoria da relatividade geral
realmente proíbe que uma estrela se contraia até
as dimensões de uma partícula.

Ambos George Lemaître e Howard P. Robert-
son haviam comunicado seus trabalhos sobre a
natureza aparente do raio de Schwarzschild a
Synge, que os menciona em seu artigo. A partir
disto, Synge reconstruiu a solução de Schwarzs-
child levando em consideração a topologia do
espaço-tempo e a propriedade de covariância, que
faz as equações de Einstein manterem a mesma
forma sob transformações gerais de coordenadas.
Entendendo que esta foi a fonte de vários mal-
entendidos sobre a teoria, Synge julgou a pro-
priedade da covariância como “uma vergonha ao
invés de uma vantagem” [41, p. 83].

Synge adotou as coordenadas (u′, v′, , θ, , ϕ )
tais que

−∞ < u′ < ∞ , −∞ < v′ < ∞ ,

0 ≤ θ ≤ π , 0 ≤ ϕ < 2π . (15)

A solução de Schwarzschild nestas coordenadas
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resulta no elemento de linha,

ds2 = du′ 2 − dv′ 2 + (v′du′ − u′dv′)2F
+ r2(dθ2 + sen2θdϕ2) , (16)

onde F e r são funções de (u′ 2 − v′ 2) e de uma
constante positiva a. As coordenadas de Synge
se relacionam com as de Droste Schwarzschild (6)
através das seguintes relações:

Para (u′ 2 − v′ 2) > 0:

u′ = R cosh

(
t

2a

)
; (17)

v′ = R sinh

(
t

2a

)
; (18)

R2 = a2 (ξ + sinh ξ + cosh ξ)2 , (19)

com
1− a

r
= tanh2 ξ .

Para (u′ 2 − v′ 2) < 0:

u′ = R sinh

(
t

2a

)
; (20)

v′ = R cosh

(
t

2a

)
; (21)

R2 = a2 (η + senη + cos η)2 , (22)

com
1− a

r
= − tg2η .

Em termos de ξ e η, as funções F , r são:
Para (u′ 2 − v′ 2) ≤ 0,

r = a cos2 η , (23)

F =
1

u′ 2 − v′ 2

(
1 +

4a2 tg2η

u′ 2 − v′ 2

)
. (24)

Para (u′ 2 − v′ 2) ≥ 0,

r = a cosh2 ξ , (25)

F =
1

u′ 2 − v′ 2

(
1− 4a2 tanh2 ξ

u′ 2 − v′ 2

)
. (26)

Assim como Weyl, que já tinha reparado que
a solução de Schwarzschild cobria o plano (r, t)
duas vezes (Seção 3.1), Synge mostrou que as
coordenadas (u, v) também o faziam (Figura 1).
E, assim como Lemaître, com uma análise deta-
lhada das singularidades e geodésicas da solução,
Synge conclui que r = 0 é uma singularidade do
espaço-tempo, enquanto o raio de Schwarzschild é
uma singularidade aparente, que desaparece com

uma mudança de coordenadas. Mais do que isso,
Synge calculou que geodésicas do tipo tempo en-
contram qualquer singularidade em tempo finito.
Isso implica que qualquer partícula presa neste
campo gravitacional terminaria na singularidade
da origem em tempo finito. A conclusão final foi
que a relatividade geral não proíbe a existência
de uma “partícula gravitacional” (ou massa pun-
tual).

5.2 Finkelstein e Fronsdal

Em 1958, David Finkelstein redescobriu as co-
ordenadas de Eddington (equação (13)) em busca
de uma extensão analítica para a solução de
Schwarzschild [42]. A princípio acreditando ser
uma extensão máxima da solução, Finkelstein
descobriu durante as provas do artigo que as co-
ordenadas que ele utilizou eram incompletas, ou
seja, que haviam geodésicas incompletas nestas
coordenadas. Ele menciona numa nota de rodapé
que tomou conhecimento que seu colega Martin
Kruskal havia obtido uma solução completa há
alguns anos antes, mas que não havia publicado.

Diferentemente de Eddington, que preferiu não
comentar sobre o raio de Schwarzschild, Finkels-
tein não apenas confirmou que o raio de Schwarzs-
child não era uma singularidade real, mas que
este só pode ser cruzado unilateralmente. O raio
de Schwarzschild age, de acordo com Finkelstein,
como uma membrana unidirecional, cujas influên-
cias causais podem cruzá-la, mas apenas em uma
direção [42, p. 965]. Vale a pena lembrar que este
resultado já havia sido obtido por Robertson na
década de 1930, que permaneceu não-publicado
até 1968. Foi esta publicação de Finklestein em
1958 que denunciou para o resto da comunidade
científica esta propriedade fundamental do que
hoje chamamos de horizonte de eventos.

Sobre a comparação entre os artigos de Edding-
ton e Finkelstein e entre os resultados de Robert-
son e o de Finkelstein sobre o raio de Schwarzs-
child, ressaltamos que eles foram escritos em con-
texto bem diferentes. Eddington e Robertson
buscavam mostrar que a teoria da relatividade
geral era consistente frente às desconfianças sobre
ela. Já Finkelstein assume a consistência da teo-
ria em seu trabalho e isso o permitiu focar apenas
em descobrir novas propriedades da solução.

No ano seguinte à publicação de Finkelstein,
outra extensão analítica surgiu com o trabalho
de Christian Fronsdal [43], na época trabalhando
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Figura 1: Com a notação adaptada, a figura ilustra o mapeamento entre os planos (u′, v′) e (r, t), de acordo com Synge.
Extraído de [41].

na Divisão de Estudos Teóricos do CERN, em
Genebra. Fronsdal também foi alertado durante
as provas de seu artigo por Finkelstein e John A.
Wheeler que esta extensão havia sido encontrada
previamente por Martin Kruskal. Ela hoje em
dia é considerada a extensão analítica máxima
da solução de Schwarzschild.

5.3 Extensão analítica máxima: Kruskal e
Szekeres

A publicação de Kruskal [44] veio no ano se-
guinte, em 1960, mas não foi escrita por ele. John
Wheeler, colega de Kruskal na Universidade de
Princeton, conhecia os resultados de Kruskal já
há algum tempo e, depois de testemunhar outras
pessoas trabalhando no assunto, decidiu forma-
lizar o que Kruskal tinha comunicado a ele num
artigo, no qual ele indicou autoria solo de Martin
Kruskal. O autor só descobriu quando recebeu o
aceite da revista e insistiu para que Wheeler fosse
coautor, mas este não achou necessário.

Apontando Synge como referência, o artigo de-

fine coordenadas (u, v) tal que o elemento de linha
seja,

ds2 = f2(−dv2 + du2) + r2dΩ2 , (27)

onde,

u =
[(r

a

)
− 1

] 1
2
exp

( r

2a

)
cosh

(
t

2a

)
;

v =
[(r

a

)
− 1

] 1
2
exp

( r

2a

)
sinh

(
t

2a

)
;

f2 =

(
4a3

r

)
exp

(
−r

a

)
.

A topologia da solução é similar a de Synge, re-
presentada na Figura 1. Com as coordenadas
de Kruskal, é possível visualizar uma região da
qual nada pode escapar, ou seja, um buraco ne-
gro. Mas há outras regiões que não são percep-
tíveis de imediado se considerarmos as coordena-
das de Droste-Schwarzschild, como, por exemplo,
uma região onde nada pode permanecer (um bu-
raco branco!) e seções do espaço-tempo comple-
tamente isoladas uma da outra.
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Figura 2: Interpretação da topologia da extensão máxima de Kruskal por Wheeler. Extraído de [44]. A legenda original
diz, “Duas interpretações da extensão máxima da métrica de Schwarzschild 3-dimensional no tempo T = 0. Acima: A
conexão ou ponte como descrito por Einstein e Rosen entre dois planos Euclidianos. Abaixo: Um buraco de minhoca
como descrito por Wheeler, conectando duas regiões de um espaço Euclidiano, no caso limite em que estas regiões estão
extremamente longe uma da outra comparado às dimensões da garganta do buraco de minhoca.”

Neste artigo de Kruskal, mesmo apontando que
a origem do sistema das coordenadas de Droste-
Schwarzschild, (u2 − v2) = 0 nas coordenadas
de Kruskal, é uma singularidade real da solução,
a interpretação do espaço-tempo nesta extensão
máxima no artigo foi como uma topologia de bu-
raco de minhoca ou ponte de Einstein-Rosen. A
solução de Schwarzschild seria, então, uma solu-
ção de buraco de minhoca (Figura 2). É nesta
interpretação que a influência de Wheeler se ma-
nifesta, pois, na época, ele era averso à ideia do
colapso gravitacional de estrelas. Posteriormente,
Wheeler se tornaria um dos maiores entusiastas
sobre o assunto. Em 1967, ele adotou o termo
o termo buraco negro como nomenclatura téc-
nica [45],quando ele era até então usado de forma
metafórica. Isso ajudou a popularizar o conceito.

No mesmo ano e no outro extremo do mapa-
mundi, Gy. Szekeres, em Adelaide, Austrália, pu-
blicou de forma independente a mesma extensão
que Kruskal num artigo bem detalhado cujo ob-
jetivo era discutir a natureza das singularidades
da solução de Schwarzschild [46]. O trabalho de
1950 de Synge também é citado por Szekeres, que
aborda o problema com o mesmo cuidado e anali-
ticidade que Synge. Ao contrário de Finkelstein,
Fronsdal e Wheeler, Szekeres não tomou conheci-
mento da extensão de Kruskal em comunicações
privadas. Assim, como ambas as publicações saí-
ram no mesmo ano, as coordenadas desta exten-
são analítica máxima (27) são hoje conhecidas
como coordenadas de Kruskal-Szekeres.

6 As últimas soluções: Kerr e Newman

Com o retorno do interesse pela relatividade
geral após o final da guerra, o chamado renasci-
mento da relatividade geral [47], novas soluções
da equação de Einstein apareceram. Em 1963,
Roy Kerr encontrou a solução para um campo
gravitacional de um objeto esfericamente simé-
trico em rotação [48].

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − dt2

+
2Mr3

(r4 + a2z2)
(dω)2 , (28)

onde,

dω =
r(xdx+ ydy) + a(xdy − ydx)

r2 + a2

+
zdz

r
+ dt , (29)

e a função r é tal que,

r4 − (R2 − a2)r2 − a2z2 = 0 , (30)
x2 + y2 + z2 = R2 . (31)

Essa solução é analítica em todos os lugares
menos R2 = r−S e z = 0. Kerr compara a expan-
são da solução com a aproximação de Einstein-
Infeld-Hoffman de terceira ordem de uma partí-
cula em rotação e identifica Ma com o momento
angular da estrela ao redor do eixo z. Ao final do
artigo, Kerr comenta que seria interessante cal-
cular a solução para o interior do raio singular,
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mostrando que estava ciente que sua solução não
era uma extensão máxima.

Na mesma época, o físico americano Ezra The-
odore Newman estava estudando as soluções de
Schwarzschild e encontrou generalizações para a
métrica de vácuo [49]. Dois anos depois, ele e
seu colaborador Allen Janis publicaram um artigo
com uma derivação mais detalhada para a mé-
trica de Kerr [50], usando um método de tetradas
para descrever a rotação. Este foi o prelúdio para
um segundo artigo de Newman e colaboradores,
descrevendo a solução para uma massa esferica-
mente simétrica em rotação e carregada [51].

Partindo da solução de Reissner-Nordström em
coordenadas nulas (ū, r) (com a assinatura da mé-
trica trocada),

ds2 =

(
1− 2M

r
+

e2

r2

)
dū2 + 2dūdr − r2dΩ2 ,

e utilizando a mesma estratégia que utilizou para
derivar a solução de Kerr para um corpo massivo
em rotação, Newman e colaboradores encontra-
ram,

ds2 = 1 + Σ−1(e2 − 2Mr)dū2 + dūdr

+ Σ−1(a sen2θ)(2Mr − e2)dūdϕ

− a sen2θdrdϕ− Σdθ2 − sen2θ
[
r2 + a2

+ aΣ−1(a sen2θ)(2Mr − e2)
]
dϕ2 , (32)

com Σ(r, θ) = r2 + a2 cos2 θ. A solução para um
carga massiva em rotação ficou conhecida como
solução de Kerr-Newman.

Não demorou muito até que uma extensão má-
xima analítica fosse encontrada para a solução de
Kerr [52]. Robert H. Boyer e Robert W. Lind-
quist publicaram o seu artigo A Extensão Analí-
tica Máxima da Métrica de Kerr em 1967, onde
eles fazem uma revisão de algumas extensões da
solução de Schwarzschild e, em seguida, reescre-
vem a métrica de Kerr com coordenadas “tipo-
Schwarzschild”,

ds2 = Σ

(
dr2

∆
+ dθ2

)
+ (r2 + a2) sen2θdϕ̄2

− dt̄2 +
2Mr

Σ
(a2 sen2θdϕ̄+ dt̄)2 , (33)

onde r, θ são os mesmos que nas coordenadas de
Droste-Schwarzschild e t̄, ϕ̄ se relacionam com t, ϕ
de (6) da seguinte forma,

dϕ̄ = dϕ+ a
dr

∆
; (34)

dt̄ = dt− 2M
dr

∆
, (35)

e ∆(r) = r2 − 2Mr + a2. Estas são conhecidas
como coordenadas de Boyer-Lindquist.

Em seguida, Boyer e Lindquist apresentaram
as coordenadas “tipo-Kruskal”, obtendo uma ex-
tensão máxima para a solução de Kerr. Porém,
o elemento de linha que eles apresentam é “muito
carregado para ser utilizado”, segundo os auto-
res [52, p. 274]. Analisando a analiticidade da
solução e descartando termos de ordem a2 da so-
lução, Boyer e Lindquist obtiveram:

ds2 ∼ r2(dθ2 + sen2θdφ2) +
32M3

r exp
(

r
2M

)
× (du2 − dv2) +

4a sen2θ

r exp
(

r
2M

)(r2 + 2Mr

+ 4M2)dφ(vdu− udv) . (36)

Mais ou menos nesta mesma época, surgiu a
conjectura de que um buraco negro é completa-
mente caracterizado por sua carga, massa e mo-
mento angular. Este se tornou conhecido com
o Teorema No-hair, que se traduz do inglês como
Teorema Sem-Cabelo. Este nome foi cunhado por
Wheeler, que descreveu tal resultado como “o bu-
raco negro não possui cabelos”, significando que
eles não possuem características distintas além
destas três (massa, carga e momento angular) [53,
p. 876]. Uma prova simplificada deste teorema
foi providenciada por Werner Israel em 1967 [54]
para o caso do buraco negro de Schwarzschild e
posteriormente generalizada para os casos dos bu-
racos negros carregados e em rotação [55, 56]. A
versão mais geral ainda não foi provada, mas, se-
gundo a conjectura, as soluções de Schwarzschild,
Reissner-Nordström, Kerr e Kerr-Newman des-
crevem completamente qualquer buraco negro.

7 Conclusão

Este artigo apresentou uma revisão sobre as
soluções de massas puntuais da relatividade ge-
ral, que são soluções exatas para as equações
de campo de Einstein de um sistema esferica-
mente simétrico de um corpo massivo adimensi-
onal. Apresentamos o tema através de uma in-
trodução histórica, mostrando como o estudo de
tais soluções modificou nossa compreensão sobre
o próprio formato do universo. O objetivo foi
apresentar o tema de forma a auxiliar jovens pes-
quisadores e professores que buscam iniciar seus
estudos sobre buracos negros e gravitação.
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Para isto, iniciamos o artigo expondo a ver-
são Newtoniana dos buracos negros, as estrelas
invisíveis. Apresentamos os argumentos utiliza-
dos pelos filósofos naturais John Michell e Pierre-
Simon de Laplace para deduzir que poderia haver
estrelas no céu cuja luz não conseguiríamos ver.
Também mostramos possíveis razões do porquê
esta ideia foi descartada.

Em seguida, acompanhamos os desenvolvimen-
tos históricos das soluções de massa puntual da
relatividade geral. De 1916 até 1965, a evolução
do entendimento sobre o campo gravitacional de
massas puntuais foi consistente, mas esparsa. No
período desde a concepção da teoria final em 1915
até meados da década de 1920, a relatividade ge-
ral ainda estava em sua infância. A teoria da
gravitação de Einstein recebeu muita crítica por
sua natureza abstrata. Ela depende de um for-
malismo matemático avançado, que não era do-
minado pela comunidade física na época. Nestes
anos formativos da teoria, a discussão sobre a va-
lidade da relatividade geral prevalecia, com alega-
ções de que a solução de Schwarzschild tinha uma
física diferente da de Newton. Esta má-concepção
foi desmistificada posteriormente.

Mesmo aqueles que aceitaram a relatividade
geral desde o começo enfrentaram desafios com
a solução de Schwarzschild. Em primeiro lugar, a
idealização ao desconsiderar as dimensões do ob-
jeto que seria a fonte do campo gravitacional era
embaraçosa, afinal a existência física de objetos
sem dimensão desafiava o bom senso. Além disso,
a solução continha duas singularidades, uma lo-
calizada na origem do sistema de coordenadas e
outra radial. O estudo destas foi inicialmente pos-
tergado, com a alegação de que não existiria um
objeto compacto o suficiente que permitisse essa
região com as singularidades de existir. O centro
de massa e o raio singular estariam para sempre
enterrados na estrela ou na partícula geradora do
campo. Esta descrença atrasou as investigações
das propriedades mais inusitadas destas soluções
de massa puntual por várias décadas.

Apenas após a Segunda Guerra Mundial que
toda as implicações das soluções de Schwarzschild
foram desvendadas. Nesta época, o conhecimento
sobre a relatividade geral já tinha amadurecido e
as primeiras indicações observacionais de objetos
compactos apareceram. A ideia de que buracos
negros pudessem existir já não era mais tão ab-
surda. Então, se tornou fundamental estudar as

soluções de massas puntuais por completo, des-
vendando todas as propriedades escondidas pela
escolha inicial de coordenadas. Foi então que sur-
giram diversos estudos sobre extensões analíticas
das soluções. A versão mais completa da solu-
ção apresenta uma topologia mais intricada, com
duas singularidades reais, um buraco negro e um
buraco branco. O raio de Schwarzschild, uma
singularidade aparente, permite que objetos en-
trem na região interior ao buraco negro, mas não
permite que escapem. Entende-se que diferentes
coordenadas para a mesma solução indicam uma
mudança de referencial e não uma física diferente.

Enfim, as últimas soluções de massas puntuais
foram encontradas na década de 1960, para uma
massa em rotação e com carga. Hoje sabemos que
a solução de Schwarzschild descreve um buraco
negro sem carga e estático, a solução de Reissner-
Nordström descreve um buraco negro carregado,
a solução de Kerr descreve um buraco negro em
rotação e, por fim, a solução de Kerr-Newman
descreve buracos negros carregados e em rotação.
Assim, segundo o teorema No-Hair, conhecemos
como a gravidade se comporta em todos os tipos
de buracos negros.
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