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Resumo

Se presenta una introducciéon a los fundamentos de la Relatividad General y la nociéon de Agujeros Negros de
una manera elemental, asumiendo conocimientos basicos de Fisica, y relegando a notas al pie de pagina aquellas
acotaciones técnicas que requieran mayores conocimientos. Se da ademéas una breve introducion histérica del
concepto de agujero negro, y se mencionan los notables avances recientes en el campo experimental: la deteccién
en 2015 de ondas gravitacionales en LIGO y las imagenes obtenidas por el Event Horizon Telescope.

Abstract

An elementary introduction to General Relativity and the concept of Black Holes is given assuming a basic
knowledge of Physics, and leaving as footnotes any advanced technical comment. A brief historical introduction
of the black hole concept is given, and the notable recent experimental advances are commented: the detection
of gravitational waves by LIGO in 2015 and the recently disclosed Event Horizon Telescope images.
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1 Las estrellas oscuras de John Michell

La historia del concepto de agujero negro es, en
alguna medida, circular. En 1783, el reverendo
John Michell le envié a su amigo Henry Caven-
dish una carta en la que proponia, basdndose en
la teoria corpuscular de la luz entonces vigente,
medir masas y distancias de estrellas a partir de la
disminucion de la velocidad de la luz que emana-
ban, disminucién causada por su propia atracciéon
gravitatoria [I-3]. La primera prueba de que la
luz no se propaga instantdneamente, y la deter-
minacion del orden de magnitud de su velocidad
¢, se debe al astronomo danés Ole Rgmer, quien
en 1676 obtuvo el valor ¢ = 220000 km/s basan-
dose en las observaciones de las emergencias del
satélite o de Japiter de la sombra proyectada por
el planeta. Si las observaciones de los eclipses de
Io por Jupiter se hacian en el periodo del ano
en que la Tierra se alejaba de Jupiter, el tiempo
entre emergencias consecutivas no era siempre el
mismo, como se supondria de la regularidad de la
orbita del satélite, sino que crecia. Rgmer enten-
di6, correctamente, que eso se debia a que la luz
reflejada en lo debia desplazarse distancias cada
vez mayores para alcanzar la Tierra. Cuando Mi-
chell propuso su idea, se disponia de mediciones

mas precisas de ¢ que la de Rgmer: James Bra-
dley habia medido ¢ = 301000 km/s en 1729 [4].!

Si la luz se comporta como un haz de corptus-
culos de masa m —razon6é Michell- al alejarse del
centro (r = 0) de una distribuciéon esférica de
masa M, dado que se conserva la energia meca-
nica total E

GM
E = %va - m, (1)

la velocidad v de los corpusculos disminuira al
crecer r. El modo en que v disminuye con la dis-
tancia r es, como puede inferirse de (1), indepen-
diente de la masa m. Esta caracteristica esencial
de la gravitaciéon nos libra del problema de esti-
mar la masa de los hipotéticos corptisculos de luz,
y nos permite ademas introducir el concepto de
velocidad de escape v, de una estrella o planeta:
si la masa de la estrella (supuesta esférica) es M
y su radio es R, un objeto podré alejarse indefini-
damente (r — 00) s6lo si abandona la superficie

! John Michell fue también quien disefi6 el experimento
de la balance de torsién para medir la constante de New-
ton G y la masa de la Tierra, experimento que, tras su
fallecimiento, llevo a cabo Cavendish.
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(r = R) con una velocidad superior a

B

Michell dedujo entonces que si la velocidad de la
luz fuese menor que v, esto es, si

c < \/@, (3)

un haz de luz no podria alejarse indefinidamente:
retornaria a la superficie de la estrella del mismo
modo que una pelota arrojada verticalmente vu-
elve al piso. La estrella, entonces, no seria visible
desde lejos. Fue usando este modelo que Michell
estim6, con notable precisiéon que “si existieran
objetos con densidad mo menor a la solar y did-
metro 500 veces el del Sol, dado que su luz no nos
llegaria [...], no tendriamos informacion visual;
pero si ocurriera que otros objetos luminosos lo
orbitaran podriamos, quizds, inferir la existencia
del objeto central.” [1|. En esta simple oracion Mi-
chael introdujo dos ideas fundamentales: el con-
cepto de “estrella oscura”, aquella que atrapa toda
la luz que emite y por lo tanto es invisible desde
lejos, y la posibilidad de detectar a estas estrel-
las oscuras por la existencia de objetos visibles
que las orbiten. Mas de doscientos anos después,
las observaciones de Michell tienen una vigencia
asombrosa.

En su libro Ezposition du Systéeme du Monde
(Paris, 1796), Laplace llega a la misma conclu-
siobn que Michell y agrega que los cuerpos mds
grandes del Universo podrian ser invisibles. Fn
la carta de Michell a Cavendish, la suposicion de
la existencia de estrellas oscuras es un tema mar-
ginal: un subproducto de las elaboraciones cen-
trales, destinadas a medir masa y distancia de
estrellas. Tampoco en el libro de Laplace el con-
cepto recibe mayor atencion.

La determinaciéon de que la luz es un feno-
meno ondulatorio, mas precisamente, ondas elec-
tromagnéticas, derribd la teoria corpuscular y,
como consecuencia, las ideas de John Michell y
Laplace sobre estrellas oscuras. La circularidad
histérica mencionada més arriba es la siguiente:
en 1915 Albert Einstein present6 la teoria de la
Relatividad General, segiin la cual la geometria
del espacio-tiempo no es plana y estd determi-
nada por la distribucién de materia y energia.
Dado que la geometria del espacio-tiempo deter-
mina a su vez como se propagan las ondas (en

particular, las ondas electromagnéticas, y enton-
ces la luz), tendremos que la masa de las estrellas
afecta la propagacion de la luz que emiten. En
otras palabras: aunque la luz no sea un haz de
particulas materiales, su propagacioén, su trayec-
toria, resulta afectada por la masa del objeto emi-
sor. En particular, es posible que una estrella
suficientemente masiva y pequena curve el espa-
cio circundante de manera tal que la luz emitida
permanezca restringida a una regién cercana a es-
trella: a esa llamamos agujero negro. Un agujero
negro se diferencia en varios aspectos de las es-
trellas oscuras de Michell. El més importante es
que hoy sabemos (éste es uno de los postulados de
la teoria de Einstein) que la velocidad de la luz ¢
es maxima: ningin objeto puede viajar a una ve-
locidad mayor. De manera que el confinamiento
que produce un agujero negro no se limita a la luz:
un agujero negro es una regiéon de no-escape, nada
puede abandonar esta region. La frontera de esta
region se llama horizonte del agujero negro. La
manera indirecta de advertir la presencia de un
agujero negro es por aquellas estrellas que lo or-
bitan y que estdn fuera del horizonte (de manera
que su luz si nos llega). Esta es precisamente la
idea propuesta por Michell para detectar “estrel-
las oscuras”. Un ejemplo notable [5] es el agujero
negro en el centro de nuestra galaxia, llamado
Sgr A*: en la Figura 1 se reproduce la orbita de
seis estrellas alrededor de este agujero negro. La
agencia ESO (European Southern Observatory)
ha compilado iméagenes a lo largo de dos décadas
que muestran la evolucién en sus orbitas de es-
trellas cercanas a este enorme objeto invisible [6].

2 De Newton a Einstein

En cursos elementales de Fisica estudiamos el
movimiento de una particula en una dimensién
y graficamos su funcion de movimiento x(t): la
coordenada x del punto que ocupa la particula
al tiempo ¢. El plano de coordenadas (t,x) en
que hacemos estos graficos constituye la repre-
sentacion méas simple del espacio-tiempo. Como
todo concepto primario usado en la elaboracién
de ideas complejas, el de espacio-tiempo se define
de manera intuitiva: un evento es algo que ocurre
rdpidamente en un espacio muy reducido, de ma-
nera que puede caracterizarse por su posiciéon y
el instante en que ocurre. El espacio-tiempo es
el conjunto de todos los eventos (ocurridos y por

Cadernos de Astronomia, vol.4, n°1, 67-77 (2023)

68



Agujeros negros

G. Dotti

Right Ascension difference from 17h 45m 40.045s

+0.5” +0.4” +0.3" +0.2” +0.1” 0.0" -0.1" -0.2"
+0.5”

- 512 S1
0zl iy S2

\

9

| |
o o o
N - o

Declination difference from —29° 0" 27
S
w

S13

-0.4"

Figura 1: Orbitas de seis estrellas cercanas al agujero
negro Sgr A* en el centro de nuestra galaxia. Los ejes
corresponden al apartamiento de Sgr A* en ascension recta
y declinacién. S2 completa una érbita cada 16 anos. Esta
figura reproduce la publicada en [5]

ocurrir). De manera que, si confiamos en los con-
ceptos newtonianos y galileanos, podemos pen-
sar al espacio-tiempo como el espacio euclideo 4-
dimensional R*: sus puntos son arreglos ordena-
dos (t,z,y, z) donde (x,y, z) son las coordenadas
cartesianas del evento en un sistema inercial y ¢ el
tiempo en que ocurre el evento. Al evolucionar,
toda particula trazard una curva en el espacio-
tiempo, esta curva es su linea-mundo. Los grafi-
cos de funciones de movimiento que hacemos en
cursos elementales de Mecanica muestran la linea-
mundo de la particula en el espacio-tiempo. En el
contexto de Relatividad es comiin que estos grafi-
cos se exhiban con el eje t en la direccion vertical.

2.1 Relatividad especial

La Relatividad Especial (Einstein, 1905) manti-
ene la existencia de sistemas inerciales postulados
por Newton: aquellos en los que todo objeto li-
bre de fuerzas se mueve en movimiento rectilineo
uniforme, pero postula que hay una velocidad li-
mite: la velocidad de la luz ¢ (esto es, de las
ondas electromagnéticas en vacio). El espacio-
tiempo, llamado espacio-tiempo de Minkowski, es
R* = {(t,z,y,2)}, con (z,y,2) coordenadas car-
tesianas en un sistema inercial. Se diferencia del
galileano en el hecho de que viene equipado con
una estructura adicional que llamamos métrica, y

que se debe a la existencia de la velocidad limite
¢, como explicaremos ahora. Las lineas mundos
de las particulas estan restringidas: para movi-
mientos sobre el eje X, la derivada dz/dt debe
satisfacer |dz/dt| < ¢, s6lo los haces de luz pue-
den dejar trazas con pendiente dx/dt = +c. Mas
en general, para movimientos arbitrarios en el es-
pacio, la velocidad

dr dy dz
T e 4
v (dt’dt’dt) )

de una particula debe satisfacer @ - ¥ < 2

Equivalentemente, dados dos puntos infini-
tesimalmente préximos en su linea-mundo, las
variaciones, dt,dz,dy,dz satisfaran la condicién
ds%J < 0, donde

dsi; = —c*dt* + da® + dy* + d2°. (5)

La ecuacion (5) define el elemento de linea o
intervalo del espacio-tiempo de Minkowski. No-
temos que ds%w no es el cuadrado de ninguna can-
tidad, el lado derecho de (5) puede resultar de cu-
alquier signo, la notacion ds? obedece a razones

historicas. Si llamamos z° = ct,z! = z,2% =
y, 23 = z, e introducimos la métrica de Min-
kowski
-1 0 0 0
W=l o010l O
0 0 01

podemos escribir (5) de la forma
dsty = gap dz® da®, (7)

donde hemos adoptado la convenciéon de Einstein:
si un indice aparece repetido en una ecuacién, se
sobrentiende que debe sumarse en todo su rango,
de manera que g dz® da® significa

3 3
Z Z Gap dx® da®.

a=0 b=0

Si 2%(u) es la linea mundo de una particula (u
es un parametro arbitrario), tendremos que, para
todo u, se cumple que g%:b“a‘cb < 0, donde z% =
dz®/du es el vector tangente a la linea mundo.
Para un haz de luz, en cambio, gu@%&? = 0. Esta
condicién para vectores tangentes £% a un punto
P de coordenadas z(u) define el cono de luz de
P, que denotaremos Cp:
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Figura 2: El espacio-tiempo de Minkowski (suprimiendo
una dimension espacial). Se muestra la linea mundo de
una particula material y el cono de luz Cp de uno de sus
puntos.

Cp = {i%] — A2+ % + 9>+ 22 = 0} (8)
El cono de luz (8) contiene al semicono futuro:
Ch={i"ct=Vi2+5>+ 22 (9)
y al semicono pasado
Cp = {@%|d=—VET @+ 2} (10)

La Figura 2 representa el espacio-tiempo de Min-
kowski (suprimiendo el eje Z) y el cono de luz del
evento P. La curva representa la linea-mundo de
una particula material. La linea-mundo de cual-
quier particula que pasa por el evento P, debe
ingresar por el semicono pasado y salir por el fu-
turo, y una senal electromagnética emitida en P
se propagara por C;.

La métrica de Minkowski determina el tiempo
propto transcurrido para un observador cuya linea
mundo es (2°(u), 2! (u), 2%(u), 23(u)). El tiempo
propio medido por este observador entre los even-
tos correspondientes a v = u; y u = uy, esto es,
el que transcurre en un reloj forzado a moverse
por su linea mundo, esta dado por

esto es

= - - (1) -

G. Dotti
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Figura 3: El caso de los hermanos mellizos, las unidades
en el eje t son anos y en el eje x anos luz. La “longitud”
(tiempo propio) de la linea mundo azul (que corresponde
al hermano que permanece en z = 0) es 10 afos, mientras
que la de su hermano, que se alejé 1 ano luz y luego regresé
(en rojo), es 9.75 afos.

Si notamos la semejanza de esta expresion con la
de la longitud ¢ de una curva 7(u) en el espacio:

= [TVE @ e a2

no nos sorprendera saber que, para dos lineas-
mundo que se cruzan primero en el evento P; y
luego en Ps, el tiempo propio transcurrido entre
P, y P, seré, en general, distinto: esto es com-
pletamente analogo al hecho de que, dadas dos
curvas en el espacio que se cruzan en los puntos
P, y P», los segmentos de curvas entre estos dos
puntos tienen, en general, longitudes diferentes.
Esta es la llamada “paradoja” de los mellizos (que
no es en absoluto una paradoja): si uno de dos
hermanos mellizos permanece en el origen de un
sistema de coordenadas inercial, mientras el otro
se aleja en la direcciéon X y luego regresa, encon-
traran que el tiempo transcurrido entre los dos
encuentros serd distinto para cada uno de ellos,
siendo menor para el que se alejo.> En la Figura
3 damos un ejemplo numérico concreto.

En el espacio-tiempo de Minkowski, podria-
mos usar coordenadas diferentes de (¢,x,y, 2).

2La (aparente) paradoja se basa en la (aparente) sime-
tria del problema que no es tal: s6lo uno de los mellizos
describe un movimiento acelerado.
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Por ejemplo, si introducimos coordenadas esfé-
ricas * = rsenfcos¢, y = rsenfsen¢, z =
r cos f, podremos comprobar, partiendo de dr =
dr senf cos ¢p+df r cos 0 sengp—d¢ r senf seng, etc,
que (5) resulta equivalente a

ds%; = —c2dt* +dr? + 12 (df* + sen?0 dp?). (13)

Si ahora definimos v = ¢t + r, tendremos dv =
cdt +dry

ds3; = —dv?+2dv dr+r?(d6*+ sen®0 do?). (14)

Algunas coordenadas pueden ser més adecuadas
que otras en el planteo de un problema concreto.
En coordenadas z® = (v, 1,6, ¢), por ejemplo, la
meétrica de Minkowski no es una matriz constante,
sino que depende de r y de 6. En efecto, si que-
remos escribir (14) como ds%, = Gapdz®dx? resul-
tara:

~11 0 0
10 0 0

O 0 (15)
0 0 0 72sen?(0)

Es interesante determinar cémo se ven los co-
nos de luz en un diagrama (v,r). La condicién

g% %% = 0 en estas coordenadas:

0 = —0% + 207 + r2(6% + sen?09?) (16)
equivale a
—0% 4 207 = —r2(0% 4 sen?6¢?) (17)

Dado que el término de la derecha en esta ecua-
cion es manifiestamente no positivo, la proyeccion
del cono sobre el plano (v, r) satisfara —o2 4207 <
0, y los bordes de este conjunto (que correspon-
den a curvas radiales, esto es, con 6 = gb = 0)
cumpliran la condicién v(—v + 27) = 0, esto es,
o bien v = 0, o bien ¥ = 27 (es facil ver que el
semicono futuro corresponde al caso v > 0 y el
pasado a © < 0). En la Figura 4 se muestra un
diagrama (v,r) de Minkowski.? Hemos trazado
algunos rayos de luz (en negro los que satisfacen
v = 0, que evolucionan hacia r = 0, y en azul
los que cumplen v = 27, que evolucionan con v y
r creciendo). Los arcos celestes senalan algunos
semi conos de luz futuros.

3Debe tenerse en cuenta que, al haberse suprimido las
coordenadas (6, ¢), el punto de coordenadas (vo,7,) en
este diagrama representa en realidad una esfera de area

2
4mr,.

(&}

MQ\

1o

0.5 1 15

-
—
y D/

Figura 4: Diagrama (v,r) del espacio-tiempo de Min-
kowski. Las curvas dibujadas (v = constante, en negro, y
v = 2r + constante en azul) corresponden a rayos de luz
radiales (§ = 0 = ¢). Estos definen los semi conos de luz
futuros (trazados como un arco celeste).

2.2 Relatividad general

En Geometria se estudian objetos llamados va-
riedades riemannianas cuya dimension, esto es,
el niimero minimo de coordenadas x® requeridas
para especificar sus puntos, es, en principio, ar-
bitraria, y que estan equipados con una métrica
gab(). Los ejemplos més sencillos son las super-
ficies en R3, que tienen dimensiéon 2. En el caso
de una esfera de radio R, por ejemplo, podemos
especificar sus puntos usando las coordenadas an-
gulares z* = (6,¢) (colatitud y azimut). Estas
coordenadas solo fallan en los polos § = 0, 7.4
La métrica de la esfera de radio R, expresada
en coordenadas (6, ¢), es diagonal, con entradas
g1 = Ry go» = Rsen?§. Equivalentemente,
el elemento de linea es ds? = gu(z)dxtda’ =
R2dH? + R? sen?0d¢?.

En variedades riemannianas con métricas defi-
nidas positivas, como la esfera, la métrica se usa
para medir la longitud de curvas z%(u) a partir
de la formula

vl dxe dxb

que generaliza (12). En el caso de la esfera, por

4Cuando # = 0 0 6 = =, todos los valores de ¢ sefialan
el mismo punto; esto es un ejemplo de lo que llamamos
singularidad de coordenadas.

Cadernos de Astronomia, vol.4, n°1, 67-77 (2023)

71



Agujeros negros

G. Dotti

ejemplo, aplicando (18) resulta

(= /:f\/m (;lz>2+ R2 sen?(0(u)) <Z(5)2du,

y en el caso de R3, cuyo elemento de linea en co-
ordenadas cartesianas es ds? = da? + dy? + dz?,
obtenemos (12). Aquellas curvas estacionarias,
esto es, las que ante variaciones de primer or-
den z%(u) + dz%(u) que mantengan los extremos
fijos (6x%(u;) = dx*(uy) = 0) cumplan la con-
dicién extremal ¢ = 0, se llaman geodésicas.’
Puede probarse que estas curvas son de longitud
minima. Las geodésicas en la esfera, por ejemplo,
son aquellas curvas que se obtienen intersectando
la esfera con un plano que pasa por su centro.
Dado que minimizan distancia, estas son las cur-
vas que conviene seguir en navegacion aérea para
ahorrar tiempo y combustible.

La Relatividad General (RG) se formula
usando variedades riemannianas de dimension 4
cuya métrica no es definida positiva, como en la
esfera, sino lorentziana. Esto significa que tiene
tres direcciones positivas o espaciales y una nega-
tiva o temporal.® Un caso particular es el espacio
tiempo de Minkowski: aqui la variedad es R* y
la métrica, en coordenadas z® = (ct,x,y,s), es
la dada en (6). La forma explicita de la métrica
depende de las coordenadas con que trabajemos.
En coordenadas z® = (v, 1,6, ¢), por ejemplo, la
métrica de Minkowski asume la forma (15).

La revolucién de la Relatividad General es
mayuscula: Einstein propone que el espacio-
tiempo es una variedad lorentziana de dimensién
4, y que su geometria (codificada en la métrica
gap) esté determinada por la distribucion de ma-
teria y energfa. Esta tltima esta representada
por el tensor energia-momento, también una ma-
triz 4 x 4, denotada Ty, que generaliza el tensor
de tensiones usado en mecénica de medios conti-
nuos. Este sofisticacion es el costo que hay que
pagar para conjugar la gravitaciéon con el postu-
lado de velocidad méxima c. La condicién de que
la velocidad de una particula (medida en el en-
cuentro con un observador) sea inferior a ¢, se
expresa en RG como en Relatividad Especial: la

®Determinar la condicion de geodésica es un problema
variacional que conduce a ecuaciones de Euler-Lagrange
para la lagrangiana £(z?, &%) = \/gap@od®.

SEn algunos libros a las variedades con métrica no defi-
nidas positivas se las llama semi-riemannianas o también
seudo-riemannianas.

linea mundo z%(u) de una particula es una curva
en el espacio tiempo que debe satisfacer la condi-
cion gap(x(u))i%i® < 0, donde el punto significa
derivada respecto del parametro u. A las curvas
x*(u) que satisfacen esta condicion las llamamos
temporales. Las ondas electromagnéticas se pro-
pagan de manera tal que las lineas z?(u) ortogo-
nales a los frentes de onda satisfacen”

Gap(z(u)) 2% = 0. (19)

A estas curvas las llamamos nulas. La condicion
(19) define el cono de luz del punto P cuyas co-
ordenadas son z?(u): si la linea mundo de una
particula contiene a P, la particula debe llegar a
P por dentro de su cono pasado, y emerger por
dentro del cono futuro. La nocién de cono de luz
y esta tltima afirmacién generalizan lo enunciado
para Relatividad Especial en el espacio-tiempo de
Minkowski, también los conceptos siguientes. La
métrica se usa para medir el tiempo propio de
una linea mundo temporal, 7 estd dado por la
ecuacion (11) donde debe reemplazarse g (la
métrica de Minkowski) por la métrica del espacio-
tiempo correspondiente. Aquellas curvas tempo-
rales extremales, esto es, las que ante pequenas
variaciones (manteniendo los extremos fijos) sa-
tisfagan d7 = 0 corresponden a lineas-mundo de
particulas no aceleradas. En el caso de varieda-
des lorentzianas las curvas temporales extremas
mazximizan el tiempo propio 7. Recordemos que
para métricas definidas positivas las curvas ex-
tremales minimizan longitud. La diferencia entre
uno y otro caso es consecuencia del signo menos —
dentro de la raiz cuadrada— que distingue (18) de
(11). En cualquier caso, a las curvas extremales
se las llama geodésicas. En el caso del espacio-
tiempo de Minkowski y de las curvas dadas en la
Figura 3, la linea-mundo azul es geodésica, por
eso el tiempo propio entre los dos encuentros es
mayor que el que se mide a lo largo de la linea-
mundo roja, que no es geodésica.

Dado que la atracciéon gravitatoria es inevitable
(todo objeto esta sujeto a ella), no existen parti-
culas “sobre los que no actia ninguna fuerza” (re-
cordemos que estas particulas son necesarias para
testear que un observador sea inercial). En el me-
jor de los casos, tendremos particulas en caida li-
bre, esto es, sujetas sdlo a la gravitacion. Einstein

"Estrictamente, esto ocurre en la aproximacion eiko-
nal. Para soluciones exactas debemos mirar la funcion de
Green, y ésta tiene soporte en el cono de luz y también en
su interior.
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postula que éstas se mueven siguiendo geodésicas donde
L, . rs
del espacio-tiempo, esto es lineas mundo que ma- firy=1-—=. (22)
r

zimizan el tiempo propio (11) entre los eventos
inicial y final.

Las ecuaciones de Einstein tienen por incégnita
a la métrica g.p(z) del espacio-tiempo y admiten
la siguiente escritura minimalista:

Gap = LTy, (20)

La matriz 4 x 4 de la izquierda, G, es el lla-
mado tensor de Einstein. Se construye usando
gab(z) v sus dos primeras derivadas parciales res-
pecto de las coordenadas (de una forma no-lineal
y complicada cuya féormula omitiremos). El ten-
sor energia-momento Ty, es también una matriz
4 x 4 que depende de las coordenadas. El lado iz-
quierdo de la ecuacién es puramente geométrico:
las ecuaciones de Einstein permiten determinar la
geometria del espacio-tiempo (enteramente codi-
ficada en la métrica g, que se usa para construir
Gap) a partir de la distribucion de materia Tgy,.
La presencia de la constantes fundamentales G y
c en el lado derecho nos asegura que estamos tra-
tando con una teoria de gravitacion (por eso apa-
rece la constante de Newton G), que ademés es
relativista (por eso aparece la velocidad de la luz
¢). Si desplegaramos G, y Ty en expresiones ex-
plicitas, veriamos que estas ecuaciones no-lineales
en derivadas de gq(x) son tan complejas que pa-
rece imposible obtener soluciones exactas. Sin
embargo, bajo suposiciones muy idealizadas de si-
metrias, pueden obtenerse soluciones exactas de
interés. La primera de ellas, de hecho, fue obte-
nida por Karl Schwarzschild pocos meses después
de presentar Einstein su teoria |7]. Schwarzschild
se propuso modelar el espacio tiempo asociado a
una estrella estéatica idealizada, en la que la dis-
tribucién de materia tiene simetria esférica. Para
simplificar el problema, se restringié a estudiar
el exterior de la estrella, donde hay vacio y en-
tonces T,, = 0. Su solucién tiene un aspecto
relativamente simple: la métrica se ve como una
deformacion de la de Minkowski. De las tres ver-
siones dadas de la métrica de Minkowski (o equi-
valentemente, su elemento de linea, ver (5), (13)
y (14)), la que resulta mas adecuada para compa-
rar es (14). Expresada en coordenadas (v, 7,6, ¢)
analogas a las usadas para Minkowski en (14), la
métrica de Schwarzschild es

ds% = —f(r)dv? + 2dv dr
+ r2(d0? + sen?0dp?), (21)

En esta ecuacién rg es el llamado radio de
Schwarzschild, una constante con unidades de
longitud, proporcional a la masa M del objeto
central:

2GM
rg=—5—-

- (23)

La matriz métrica en estas coordenadas puede in-
ferirse de (21):

—f(r) 1 0 0
M 10 0 0
Gab = 0 0 7.2 0 (24)
0 0 0 72sen?(0)

Es interesante compararla con la métrica de Min-
kowski en estas coordenadas, ecuacion (15).

3 El agujero negro de Schwarzschild

i,Cuanto difiere la métrica de Schwarzschild
dada en (24) de la de Minkowski en (15)7 La pre-
gunta se reduce a cuanto difiere f = 1—rg/r dela
unidad. Claramente, si r > rg tendremos f ~ 1
y las métricas seran semejantes. Para estimar lo
que significa esta condicién necesitamos calcular
el radio de Schwarzschild del objeto central. Este
radio, dado en (23), es mintdsculo para objetos as-
tronémicos usuales: para un objeto de la masa del
Sol, por ejemplo, tendremos rg ~ 3km, y para
la masa de la Tierra resulta r¢ ~ 9mm. Dado
que la métrica de Schwarzschild es la solucién de
las ecuaciones de Einstein (20) estatica, esférica-
mente simétrica y de vacio,® podemos usarla para
modelar el sistema solar sélo fuera de la superficie
del Sol, tratando a los planetas como pequenas
particulas —esto es, con una contribuciéon irrele-
vante en T,;— La expresion (24) de la métrica
serd valida para r > rgy ~ 7 x 10°km, rango
en el que 0.99999 < f(r) < 1. Si reemplazamos
r =distancia Tierra-Sol resulta f ~ 0.999999999.
Podemos concluir entonces que la métrica del
espacio-tiempo en nuestros alrededores es muy si-
milar a la de Minkowski.

Los efectos de mayor deformaciéon geométrica
se advertiran en aquellas regiones donde r ~ rg
pero, dado que esta métrica sblo es valida fuera
de la estrella central, s6lo tiene sentido evaluarla

8Puede probarse que es la tnica solucion de vaci6 es-
féricamente simétrica (teorema de Birkhoff).
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Figura 5: Diagrama (v,r) del espacio-tiempo de
Schwarzschild para rs = 2. Las curvas dibujadas corres-
ponden a rayos de luz radiales (9 =0= (;3) Estos definen
los semi conos de luz futuros (arcos celestes). En rojo se
muestra el horizonte de eventos (ver la explicacion en el
texto).

enr ~ rg si el radio de la estrella es inferior a rg,
lo que requiere densidades extremas: imaginemos
al Sol comprimido a un radio menor de 3km, o
a la Tierra comprimido a un radio de menos de
9 mm; o bien masas enormes. ;Cuéles serian los
efectos mas notables de la curvatura del espacio-
tiempo en el caso de objetos cuyo radio no excede
el de Schwarzschild?

Para responder esta pregunta, analizaremos los
conos de luz del espacio-tiempo de Schwarzschild.
Para esto, procederemos como hicimos con Min-
kowski en el desarrollo que comprende a las ecu-
aciones (15)-(17), pero usando la métrica (24).
El resultado es que el borde del cono de luz en
un punto del plano (v,r) esta dado por vectores
(0,7) que satisfagan v(—f(r)0+27) = 0, esto es, o
bien © = 0, o bien f(r)v = 27. En la Figura 5 da-
mos una representacion (v,r) del espacio-tiempo
de Schwarzschild. Las unidades fueron elegidas
de manera que rg = 2. Las lineas-mundo que
satisfacen ¥ = 0 estdn dadas en negro y las que
satisfacen f(r)o = 27 estan dadas en azul, ex-
cepto la vertical en rojo, que pasa por los puntos
donde f(r) = 0. Todas estas lineas corresponden
a rayos de luz radiales, esto es, con =0= ¢ Al
evolucionar en el tiempo, los rayos de luz horizon-

tales (en negro) se desarrollan hacia la izquierda
(r disminuye), mientras que los azules y el rojo
lo hacen hacia arriba (v aumenta). Las direcci-
ones tangentes a estas lineas en sus interseccion
determinan los conos de luz. Algunos de los se-
miconos de luz futuros se senalan en la figura con
un arco celeste. Los semiconos de luz pasados —no
indicados— son los opuestos por el vértice. Recor-
demos que toda linea mundo temporal (esto es,
de una particula con masa) que pase por un punto
dado, lo hace ingresando por el semicono pasado
y emergiendo por semicono el futuro. Una ins-
peccion de la figura nos dice entonces que estas
lineas-mundo sblo podrian satisfacer 7 > 0, esto
es, dirigirse hacia regiones de mayor 7, si estéan
fuera del horizonte r = rg (r = 2 en el ejem-
plo de la figura) —esto, ciertamente no ocurre en
el espacio-tiempo de Minkowski, como se advi-
erte tras una simple inspeccién a la Figura 4—. Si
una linea-mundo entra en la region r < rg (que
llamamos agujero negro), dada la configuracion
de los semiconos futuros, tendra desde ese mo-
mento en adelante » < 0 y no podra regresar a
la zona r > rg (que llamamos dominio exterior).
Toda linea mundo temporal (particulas con masa)
o nula (senales luminosas) dentro del agujero ne-
gro, acabara en r = 0.2 Desde el agujero negro
es imposible enviar senales luminosas o particulas
hacia el dominio exterior. El horizonte funciona
como una membrana que s6lo permite el paso en
la direcciéon 7 < 0.

La solucién de Schwarzschild, como hemos di-
cho, modela el vacio exterior de un objeto cen-
tral de masa M. ;Cémo podemos construir un
agujero negro més realista, cubriendo también la
materia de la estrella que le da origen? Supon-
gamos una estrella no rotante, de manera que la
métrica del espacio-tiempo pueda tener simetria
esférica.'” Supongamos que la estrella colapsa
-esféricamente- de manera tal que su superficie
se comprime a un radio menor que el radio de
Schwarzschild correspondiente a su masa. Du-
rante el colapso, los puntos de la superficie descri-
ben una linea-mundo temporal (con § = 0 = ¢)
que podemos representar en el plano (v,r). La

9 = 0 corresponde a una divergencia en la curvatura

del espacio-tiempo. Esta divergencia indica un borde del
espacio-tiempo de Schwarzschild: el espacio-tiempo se res-
tringe a la regiéon r > 0, v arbitrario.

108 1a estrella rota, el eje de rotacion sefiala una di-
reccion privilegiada y la métrica no podria tener simetria
esférica.
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métrica del espacio-tiempo coincide con la de
Schwarzschild para puntos fuera de esa linea (que
es la region de vacio), de manera que podemos
aprovechar parte del diagrama dado en la Figura
5, y reemplazar la porcién correspondiente al in-
terior de la estrella por lo que arroje la solucién
dindmica y esféricamente simétrica de las ecuacio-
nes de Einstein (20) con T, # 0 representando la
materia de la estrella. El resultado es el diagrama
de la Figura 6. Dado que obtener la métrica en el
interior de la estrella (region gris en la figura) es
un problema complejo que podemos, a los efectos
de este anélisis, omitir, nos limitamos a utilizar la
informacion de la que ya disponemos: el exterior
de la estrella estd modelado por la métrica de
Schwarzschild, de manera que las lineas-mundo
de los rayos de luz, y los semiconos futuros son
aquéllos de la Figura 5. La regién indicada AN
es el agujero negro: es una zona de no-escape,
desde alli es imposible ir al dominio exterior DE.
El horizonte (en rojo) actiia como una membrana
unidireccional, como hemos dicho. La forma en
que los rayos de luz dibujados y el horizonte se
contintan dentro de la estrella es algo que depen-
dera de la métrica dentro de la estrella y, por lo
tanto, de como sea su contenido de materia Ty,.
La primera solucién completa de las ecuaciones
de Einstein (esto es, incluyendo la métrica en el
interior de la estrella) que se ajusta a la figura
6. fue obtenida por Oppenheimer y Snyder en
1939 [3].

Hacemos, finalmente, una observaciéon: fuera
de la estrella, la regién de no-escape esta definida
por el radio de Schwarzschild: ninguna particula,
tampoco ninguna sefial luminosa, podré alejarse
de la estrella si el radio de la estrella es R < rg.
Notemos (ver (23)) que esta es exactamente la
condicién (3) obtenida por John Michell para sus
“estrellas oscuras” basandose en un modelo que
de ninguna manera involucra la sofisticacion de
la Relatividad General. “Subtle is the Lord, but
malicious he is not”, dijo Einstein en una visita a
Princeton en 1921.

4 Desde Schwarzschild hasta hoy

Interpretar una solucién de las ecuaciones de
Einstein es a veces un problema de una dificultad
comparable a la obtener la solucién. El caso de
la solucién de Schwarzschild es un buen ejemplo:
Schwarzschild no obtuvo su solucion en la forma

AN

i
el

Figura 6: Diagrama (v,r) del espacio-tiempo de un co-
lapso esférico que conduce a la formacion de un agujero
negro. La superficie de la estrella que colapsa esta repre-
sentada por la linea-mundo negra gruesa. En el interior de
la estrella (en gris) la métrica no es la de Schwarzschild.
Se indican el agujero negro (AN) y el dominio exterior
(DE). La linea en forma de serrucho (r = 0 dentro del
agujero negro) indica una divergencia de la curvatura, es
un borde del espacio-tiempo.

(21) (24), sino que trabajo con un conjunto de
coordenadas que resultaban singulares en el hori-
zonte (del mismo modo que las coordenadas (6, ¢)
de una esfera son singulares en los polos de la es-
fera). La solucion que obtuvo Schwarzschild po-
dia usarse para r > rg'! y entonces velaba la ca-
racteristica mas notable de esta métrica: la exis-
tencia de un horizonte que separa un agujero ne-
gro del dominio exterior. De todos modos, dado
que rg resultaba tan pequeno para el problema de
interés mas urgente (modelar la métrica del sis-
tema solar fuera del sol, despreciando la masa de
los planetas y tratandolos como particulas de pru-
eba, esto es, sin incidencia en Tgy), la solucion de
Schwarzschild, tal como él la obtuvo, fue extrema-
damente importante para comprobar que, tanto
las mediciones de la precesion del perihelio de
Mercurio, como las del efecto en la propagacion
de la luz causado por la curvatura del espacio-
tiempo provocada por Sol, coincidieran con las
predicciones de la teoria. Estas fueron, de hecho,
las primeras comprobaciones experimentales de la
RG [9]. La métrica en la forma dada en este ar-
ticulo fue obtenida de manera independiente por
Eddington en 1924 [10] y Finkelstein en 1958 [11].

HEstrictamente, también para 0 < r < rg, pero no para
un abierto que contuviera a la hipersuperficie r = rg.
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La interpretacién del horizonte en r = rg como
una membrana que permite el paso de particulas
y senales electromagnéticas sélo en una direcciéon
fue tardia. Einstein, por su parte, no creia en
la posibilidad de que los agujeros negros existi-
eran realmente |9]. Por otra parte, las estrellas
rotan, y nuestra intuicién newtoniana nos indica
que rotaran con mayor velocidad angular a me-
dida que se contraigan, de manera que un agu-
jero negro realista, resultante del colapso de una
estrella, deberia rotar. La solucién correspondi-
ente a un agujero negro rotante fue encontrada
por Roy Kerr recién en 1963 [12]. El analisis de
su geometria es fascinante, pero su dificultad ex-
cede las posibilidades de este articulo introduc-
torio. Si es interesante remarcar su unicidad: la
solucion de Kerr es la winica solucion estacionaria
de agujero negro rotante. Todo colapso estelar,
toda coalescencia de agujeros negros se estabi-
liza, eventualmente, en un agujero negro de Kerr,
y esta métrica s6lo depende de dos parametros,
la masa M y el momento angular J del agujero
negro. Dicho de otro modo, si sucesos dindmi-
cos -de cualquier clase- dan origen a la formacion
de un agujero negro, la parte “superior” (tiempos
futuros) del diagrama de espacio-tiempo estara
modelada por la métrica de Kerr.

La década del ‘60 (y principios de la del ‘70)
se conoce como la edad dorada de la investigacion
teorica de agujeros negros. Destacan las contribu-
ciones de Roger Penrose, quien prueba que dentro
del horizonte de eventos se oculta una singulari-
dad, y que es posible extraer enormes cantidades
de energia de agujeros negros rotantes a costa de
disminuir su momento angular, y las aplicaciones
de teorfa cuantica de campos de Stephen Haw-
king, con las que probd que los agujeros negros
irradian con un espectro de cuerpo negro [9].

La ultima década, por su parte, puede conside-
rarse como la edad dorada de la Relatividad expe-
rimental: el 14 de septiembre de 2015 se detectd
la primera onda gravitacional: una alteracion de
la geometria del espacio-tiempo en nuestras inme-
diaciones causada por la coalescencia de dos agu-
jeros negros de aproximadamente 36 y 29 masas
solares [13]|. Llegar a este resultado demandé un
enorme esfuerzo: el proyecto de detector de on-
das gravitacionales LIGO (concebido en los ‘60)
fue finalmente aprobado para su construccion en
1990, y el detector con la sensibilidad adecuada
(advanced LIGO) entr6 en funciones poco antes

de la deteccién de este primer evento. EIl mo-
delado computacional de la coalescencia de dos
agujeros negros (y la formacion de un tnico agu-
jero negro final), para cotejar con las senales de-
tectadas en LIGO, supuso un desafio (llamado
The binary black hole Grand Challenge Project)
que involucré a decenas de investigadores durante
casi una década. Otro notable éxito experimental
de los tltimos anios fue la obtenciéon de las prime-
ras “imagenes” de un agujero negro [14]: senales
de radio del gas que circunda al agujero negro
super masivo M87, alteradas por la presencia del
agujero negro central. Esto requiri6 la sincroniza-
cién de un arreglo de radiotelescopios en distintos
lugares del planeta, con un consecuente notable
aumento de la capacidad de resolucién.

Una vez mas, hemos usado la vieja idea de John
Michell: la posibilidad de detectar estrellas oscu-
ras por la existencia de objetos visibles que las
orbiten.
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