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Resumo
Este artigo de revisão apresenta uma introdução à Cosmologia Quântica, incluindo os métodos matemáticos
fundamentais para a abordagem canônica, alguns dos problemas conceituais existentes e a conexão dos modelos
com possíveis observáveis.
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This review presents an introduction to Quantum Cosmology, including the mathematical methods essential to
the canonical approach, some of the existing conceptual problems and the connection of the models to possible
observables.
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1 Introdução

A Cosmologia é o estudo científico do Universo
como um todo, incluindo sua origem, dinâmica e
formação de estruturas. Está intimamente ligada
à Gravitação, a qual é atualmente descrita pela
Teoria da Relatividade Geral de Einstein [1, 2].

A Mecânica Quântica, por sua vez, é a teoria
que descreve a natureza em escalas atômicas e
subatômicas, levando a uma discretização (quan-
tização) de quantidades como energia, momento
e momento angular de um sistema [3,4]. Em tais
escalas, fenômenos não intuitivos para nós se ma-
nifestam, como por exemplo o caráter dual de
onda-partícula de entidades físicas e o limite fun-
damental para a acurácia com a qual podemos
prever, a partir de condições iniciais, os valores de
determinados pares de quantidades físicas (variá-
veis canonicamente conjugadas), o chamado prin-
cípio da incerteza de Heisenberg [5]. No limite
macroscópico, a Mecânica Quântica recupera os
resultados da Mecânica Clássica, o que é descrito
pelo princípio da correspondência e corroborado
pelo teorema de Ehrenfest. Dessa forma, a quan-
tização de qualquer sistema físico, inclusive em
escalas macroscópicas, deveria ser viável.1

1Vale mencionar que, apesar de matematicamente bem
estabelecida e experimentalmente verificada, a Mecânica

A Cosmologia Quântica parte desse princípio
de aplicabilidade da Mecânica Quântica a todos
os sistemas físicos existentes, incluindo o próprio
Universo. Diversos sistemas físicos compostos
por campos de matéria já foram quantizados com
êxito, resultando em teorias tais como a Eletro-
dinâmica e a Cromodinâmica Quânticas [13, 14],
as quais tiveram predições corroboradas por evi-
dências experimentais [13,15,16]. Por outro lado,
a quantização do Universo requer não somente a
quantização da matéria, mas também do próprio
espaço-tempo. Esta é uma implicação direta da
Relatividade Geral, uma vez que a teoria descreve
o espaço-tempo como uma entidade física, a qual
satisfaz leis dinâmicas e interage com a matéria.
Por essa razão, a Cosmologia Quântica está in-
timamente ligada à Gravitação Quântica, a qual
almeja quantizar a gravidade. Contudo, as bases
matemáticas e conceituais para a quantização do

Quântica não possui uma interpretação universalmente
aceita. Existem diversas abordagens sobre de que forma a
teoria se conecta à realidade que percebemos [4]. Dentre as
muitas escolas de pensamento estão a interpretação de Co-
penhagen [6], a interpretação de De Broglie-Bohm [7–9],
a interpretação de muitos mundos [10] e a interpretação
de histórias consistentes [11]. Importantes questões são
investigadas em cada uma dessas (e outras) abordagens,
incluindo o caráter determinista ou probabilístico da teo-
ria e o chamado problema da medida [12].
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espaço-tempo não são bem estabelecidas e nume-
rosos desafios surgem em diferentes abordagens.

Além do princípio mencionado acima, referente
a quantizar o Universo enquanto um sistema fí-
sico, uma outra grande motivação para a busca de
uma Teoria Quântica da Gravitação vem da pró-
pria Cosmologia clássica: a singularidade inicial,
conhecida popularmente como Big Bang, eviden-
cia a limitação da teoria em descrever regimes em
energias extremamente altas. Matematicamente
tal singularidade é descrita pela divergência (infi-
nitude) da densidade de energia e da curvatura do
espaço-tempo, o que as torna não físicas. Tendo
em vista que singularidades geralmente apontam
uma incompletude da teoria, tendo sido algumas
delas previamente resolvidas através da quanti-
zação [13,17], é natural considerar a ideia de que
uma Teoria da Gravitação Quântica possa resol-
ver a singularidade inicial no Universo. Como
será mostrado na Seção 3, essa é de fato uma
consequência de diferentes propostas para a Cos-
mologia Quântica [18–24].

Ainda que uma única e bem estabelecida forma
de quantizar o Universo não tenha sido encon-
trada até o momento, a busca por teorias nessa
direção tem levado a um considerável desenvolvi-
mento conceitual e matemático da nossa descri-
ção sobre a gravidade e sobre a Mecânica Quân-
tica. Dentre as numerosas propostas estão a Gra-
vitação Quântica Canônica, incluindo a equação
de Wheeler-DeWitt [25,26] e a Gravitação Quân-
tica em Laços (ou em Loop) [23, 27, 28], a Teoria
das Cordas [29], a Gravidade Assintoticamente
Segura [30] e a Triangulação Dinâmica Causal
[31]. Esta não é, contudo, uma lista exaustiva
das teorias existentes e mais exemplos podem ser
encontrados em [32–41].

Dadas as diferentes abordagens exploradas
como possíveis caminhos para uma Teoria Quân-
tica da Gravitação, diferentes cenários no con-
texto cosmológico podem emergir, tornando o
Universo primordial um excelente regime em que
tais teorias podem ser eventualmente testadas.
Entretanto, a conexão com observáveis tem se
mostrado um grande desafio imposto pelas esca-
las de energia que conseguimos acessar. Atual-
mente, a informação mais longínqua que temos
dos primórdios do Universo é a chamada Radia-
ção Cósmica de Fundo (geralmente referenciada
como CMB, sigla da expressão em inglês Cos-

mic Microwave Background)2 [42] e sua escala
de energia é menor (ou seja, aconteceu tempo-
ralmente depois) que a escala de energia de uma
possível Gravitação Quântica. Por essa razão, é
extremamente desafiador encontrar possíveis evi-
dências observacionais dessas teorias. Apesar
disso, algumas relações com observáveis já foram
obtidas e vínculos já foram impostos [43–50], le-
vando inclusive à exclusão de algumas classes de
modelos, como será explicado na Seção 4. Uma
outra perspectiva para testar teorias de Gravi-
tação Quântica, antes mesmo da CMB, está na
possível detecção futura de ondas gravitacionais
primordiais [51]. Uma vez que estas interagem
muito fracamente com a matéria, elas já esta-
riam se propagando até nós enquanto os fótons
da CMB estavam retidos. Dessa forma, escalas
de energia maiores poderiam ser exploradas.

As próximas seções encontram-se organizadas
da seguinte maneira: a Seção 2 apresenta a abor-
dagem canônica para a quantização da Teoria da
Relatividade Geral, a qual se baseia no forma-
lismo ADM. A Seção 3 aborda as consequências
da quantização para cenários cosmológicos con-
cretos, considerando como exemplos a Cosmolo-
gia Quântica de De Broglie-Bohm e a Cosmologia
Quântica em Laços. Por fim, as relações com ob-
serváveis são exploradas na Seção 4.

2 Quantização da Relatividade Geral

Nesta seção será apresentada a proposta de
quantização canônica para uma teoria da Gra-
vitação Quântica. Tal abordagem faz uso da Me-
cânica Hamiltoniana, a qual descreve sistemas fí-
sicos em termos de suas variáveis de posição e
momento, e da segunda quantização, onde cam-
pos clássicos são promovidos a operadores quânti-
cos. Na Subseção 2.1, o formalismo Hamiltoniano
da Relatividade Geral é introduzido, seguido pelo
procedimento de quantização canônica que leva à

2A Radiação Cósmica de Fundo (CMB) é uma radiação
na faixa de frequência de micro-ondas que detectamos em
todas as direções. Ela se originou durante a combinação
de elétrons e prótons no Universo primordial (fenômeno
conhecido por recombinação na literatura), aumentando
o livre caminho médio dos fótons, que passaram a viajar
até nós. Antes da combinação os fótons sofriam sucessi-
vos espalhamentos e ficavam retidos no plasma primordial,
tornando o Universo opaco para nossas observações.
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equação de Wheeler-DeWitt (Subseção 2.2) e à
base da Gravitação Quântica em Laços (Subse-
ção 2.3).

Daqui em diante, as coordenadas do espaço-
tempo serão denotadas por xµ, onde µ = 0 se
refere à coordenada temporal e µ = 1, 2, 3 às co-
ordenadas espaciais. Índices em letras gregas to-
mam valores de 0 a 3, enquanto índices em latim
vão de 1 a 3. Derivadas em relação às coordena-
das são denotadas por ∂µ ≡ ∂/∂xµ. O espaço-
tempo, o qual é descrito matematicamente por
uma variedade, será representado por seu tensor
métrico gµν , que nada mais é que uma estrutura
nessa variedade que permite a definição de dis-
tâncias e ângulos. A assinatura da métrica usada
é (−,+,+,+). A notação de Einstein é utili-
zada nas expressões tensoriais, indicando que ín-
dices repetidos devem ser somados (por exemplo,
V iVi = Σ3

a=1V
iVi). Por fim, denotaremos a delta

de Kronecker como δij e o tensor de Levi-Civita
como εijk.

2.1 Formulação hamiltoniana da
Relatividade Geral

A formulação hamiltoniana da Relatividade
Geral foi desenvolvida por Richard Arnowitt,
Stanley Deser e Charles Misner, tendo ficado co-
nhecida como formalismo ADM [52]. A formu-
lação se baseia em quantidades geométricas que
caracterizam uma foliação de hipersuperfícies es-
paciais3 na direção do tempo.

Tais hipersuperfícies são definidas através da
constância de uma função f das coordenadas,
ou seja, f(xµ) = constante e suas normais ηµ.
Ao introduzir a coordenada temporal t ≡ x0,
podemos escrever ηµ = −Nδ0

µ, onde N é cha-
mada de função lapso e é normalizada através de
gµνηµην = −1. Podemos também definir o pro-
jetor hµν ≡ gµν + ηµην , de forma que sua matriz
inversa hµν é o tensor métrico das hipersuperfí-
cies. Por fim, definimos o chamado vetor deslo-
camento N i ≡ gi0N2, o qual descreve a taxa de
mudança do deslocamento de xi de uma hipersu-
perfície para outra. Na Figura 1 tais definições
são apresentadas de forma geométrica. A função

3Hipersuperfícies são variedades algébricas de dimen-
são n− 1 inseridas em um espaço de dimensão n. No caso
da Relatividade Geral, as variedades englobam as 3 di-
mensões espaciais e o tempo é descrito como a dimensão
extra no espaço com n = 4.

Figura 1: Duas hipersuperfícies separadas na direção
temporal por um intervalo infinitesimal dt. A função lapso
N e o vetor deslocamento N i são representados geometri-
camente. A normal ηµ à superfície hij(t, x, y, z) é repre-
sentada através de seu correspondente unitário η̂.

lapso, o vetor deslocamento e a métrica das hi-
persuperfícies são então utilizadas para descrever
a métrica do espaço-tempo quadridimensional em
questão:

gµν =

(
− 1
N2

N i

N2

Nj

N2 hij − N iNj

N2

)
. (1)

Uma importante quantidade no contexto da ge-
ometria diferencial ao se considerar hipersuperfí-
cies inseridas em uma variedade é a curvatura
extrínseca. No presente cenário considerado, tal
quantidade é dada por

Kij =
1

2N

[
ḣij −∇iNj −∇jNi

]
, (2)

onde ∇µVν ≡ ∂µVν − ΓλµνVλ é a derivada cova-
riante do espaço-tempo em questão (derivada ao
longo de vetores tangentes da variedade) e ∇i é
a derivada covariante tridimensional. A quanti-
dade Γλµν ≡ 1

2g
λρ (∂νgρµ + ∂µgρν − ∂ρgµν) repre-

senta os símbolos de Christoffel, os quais descre-
vem a conexão afim do espaço-tempo. O ponto
representa a derivada temporal.

A densidade lagrangiana desse sistema pode ser
escrita em termos das quantidades anteriormente
definidas

L = Nh
1
2

(
R(3) +KijKij −K2

)
, (3)
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sendo R(3) o escalar de Ricci das hipersuperfí-
cies, o qual quantifica a curvatura da variedade,
K ≡ Ki

i e h o determinante da métrica das hiper-
superfícies. Uma vez que essa densidade lagran-
giana não depende de ∂0N ou ∂0N

i, os momentos
conjugados do lapso N e da função deslocamento
N i são nulos. Tais variáveis não dinâmicas de-
vem ser incluídas na ação do sistema como fatores
multiplicativos dos vínculos, os chamados multi-
plicadores de Lagrange. Dessa forma, a ação gra-
vitacional S pode ser escrita como

S =
1

16π

∫ [
Πij ḣij +Ni2∇iΠij +

− N
(
GijklΠ

ijΠkl − h
1
2R(3)

)]
dtd3x,

Πij ≡ δL
δ(∂0hij)

= −h
1
2 (Kij − hijK) ,

Gijkl ≡
h−

1
2

2
(hikhjl + hilhjk − hijhkl) . (4)

As quantidades acompanhadas dos multiplicado-
res de Langrange N e Ni são os vínculos secun-
dários da teoria e são respectivamente chamados
de super-hamiltoniana H e supermomento Hj4

H ≡ GijklΠ
ijΠkl − h

1
2R(3) ≈ 0, (5)

Hj ≡ −2∇iΠij ≈ 0. (6)

O primeiro está relacionado à covariância da teo-
ria sob transformações gerais do tempo, enquanto
o segundo descreve a covariância sob transforma-
ções de coordenadas espaciais.

Por sua vez, a densidade hamiltoniana H ≡
Πij ḣij − L toma a seguinte forma

H =

∫ (
NH+NiHi

)
dtd3x. (7)

2.2 Quantização canônica e a equação de
Wheeler–DeWitt

Como vimos na seção anterior, a Teoria da Re-
latividade Geral é covariante sob transformações
de coordenadas. Em outras palavras, as leis físi-
cas tomam a mesma forma em todos os sistemas
referenciais. Matematicamente, essa propriedade
leva aos vínculos, os quais reduzem os graus de
liberdade do sistema. A quantização de sistemas

4A igualdade fraca denotada por ≈ se deve ao fato das
equações serem satisfeitas somente quando os vínculos são
aplicados.

vinculados foi desenvolvida por Paul Dirac [53]
e proporcionou a base para o procedimento da
quantização canônica da Relatividade Geral.

Primeiramente promovemos as variáveis canô-
nicas da teoria a operadores quânticos, de forma
que os parênteses de Poisson {X,Y } serão iden-
tificados como comutadores, ou seja i~{X,Y } ≡
[X̂, Ŷ ]. Dessa forma, a métrica das hipersuperfí-
cies hij se torna um operador ĥij , o qual atua em
funcionais de onda Ψ.

A partir da densidade hamiltoniana (7) po-
demos escrever a seguinte equação funcional de
Schrödinger5

i∂0Ψ =

∫ (
NĤ+NiĤi

)
Ψd3x, (8)

onde o lado direito da equação representa a hamil-
toniana H. Já os vínculos da super-hamiltoniana
e do supermomento tomam a seguinte forma

ĤΨ = 0, (9)

ĤiΨ = 0. (10)

O funcional de onda deve, então, satisfazer não
somente a equação (8), mas também os vínculos
(9) e (10). A equação (9) é a chamada equação
de Wheeler-DeWitt, enquanto (10) é o chamado
vínculo de difeomorfismo.

2.3 Aspectos introdutórios da Gravitação
Quântica em Laços

A Gravitação Quântica em Laços realiza a
quantização também de forma canônica, mas fa-
zendo uso de quantidades inspiradas em teorias
de gauge [23, 27, 28]. Por essa razão, o espaço
de fase passa a ser descrito por uma conexão de
gauge do grupo SU(2)6 Aīi e pelo seu momento
canonicamente conjugado E īi . Os índices com
barras são índices do grupo SU(2), os quais des-
crevem os graus de liberdade extras que surgem

5A equação de Schrödinger Ĥ |Ψ(t)〉 = i~ d
dt
|Ψ(t)〉 é a

equação que governa a dinâmica da função de onda Ψ(t)
em um sistema quântico.

6Na chamada teoria de grupos, um grupo é uma es-
trutura constituída por um conjunto de elementos e uma
operação que satisfazem as propriedades de fechamento,
associatividade, identidade e elemento inverso. O grupo
SU(2), onde SU faz referência a Special Unitary, é o grupo
das matrizes 2 × 2, unitárias, complexas e com determi-
nante igual a 1, estando relacionado a rotações no espaço
tridimensional.
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nessa formulação. Tais variáveis são escritas em
termos da chamada co-tríade eīi, a qual se relaci-
ona à métrica hij através de

hij ≡ eīie
j̄
jδīj̄ . (11)

Dessa forma, escrevemos

Aīi = Γīi + γK ī
i , (12)

Eiī =
√
heiī, (13)

onde γ é um parâmetro real, h é o determinante
de hij , K ī

i se relaciona à curvatura extrínseca
através de K ī

i = Kije
j
j̄
δīj̄ e Γīi é a chamada cone-

xão de spin dada por ∇jEiī + ε̄ij̄k̄Γ
j̄
jE

ik̄ = 0.
Como mostrado na Seção 2.1, desejamos obter

os vínculos da teoria, os quais estão relacionados
às simetrias de gauge. Similarmente à abordagem
anterior, temos o vínculo da super-hamiltoniana
e o vínculo do supermomento. Entretanto, note
que os graus de liberdade extras que introduzi-
mos na presente formulação levam a uma outra
liberdade de gauge, a qual está relacionada à in-
variância de δīj̄ frente a rotações SU(2). Por essa
razão, encontramos um vínculo extra, conhecido
como vínculo de Gauss. É possível mostrar que
os três vínculos mencionados são dados por

H =
1√
Ē
ε̄ij̄k̄

[
F īij − (1 + γ2)εīl̄m̄K

l̄
iK

m̄
j

]
×

× Eij̄Ejk̄,

Hi = F īijE
j
ī
,

Gī = ∂iE
i
ī + ε̄ij̄k̄Γ

j̄
iE

ik̄, (14)

onde Ē ≡ |det(E)| e F īij = ∂iA
ī
j−∂jAīi+εīj̄k̄A

j̄
iA

k̄
j .

Seguindo o procedimento de quantização canô-
nica, desejamos promover variáveis clássicas a
operadores quânticos. Para isso, são utilizadas
as holonomias7 de Aīi e o fluxo de Ei

ī
. Tais

quantidades são independentes da métrica do
espaço-tempo e invariantes frente a difeomorfis-
mos. Além disso, são definidas as redes de spin,
as quais conferem ao espaço-tempo uma estrutura
discreta. Tais redes de spin estão relacionadas ao
chamados loops, os quais se referem à unidade
fundamental do espaço-tempo. Os detalhes so-
bre esse procedimento de quantização podem ser
encontrados em [27].

7Uma holonomia é um objeto matemático que descreve
a variação de um tensor quando este é transportado ao
longo de uma curva em um espaço-tempo curvo.

3 Quantização do Universo

Nessa seção iremos explorar como a proposta
canônica para uma teoria da Gravitação Quântica
é aplicada no contexto cosmológico, o qual goza
de simetrias a serem satisfeitas, levando ao que
conhecemos como Cosmologia Quântica.

3.1 Minissuperespaço preenchido por um
fluido perfeito

Superespaço é o nome dado ao espaço das hi-
persuperfícies tridimensionais hij , o qual possui
dimensão infinita. Por sua vez, um minissuperes-
paço é uma forma reduzida do superespaço, ob-
tido através da redução dos graus de liberdade do
sistema através do uso de simetrias. Tais sime-
trias são advindas da homogeneidade e isotropia
do Universo.

A fim de incorporar as simetrias do sistema,
consideramos a função lapso homogênea, ou seja,
N = N(t) e o vetor deslocamento N i = 0, in-
dicando a isotropia do espaço-tempo8. Dessa
forma, o elemento de linha9 pode ser escrito como

ds2 = −N2(t)dt+ hij(x, t)dx
idxj . (15)

A métrica hij , por sua vez, pode ser restrita a

hij(x, t)dx
idxj = a2(t)dΩ2

3, (16)

onde dΩ2
3 é o elemento de linha de uma triesfera

e a(t) é o chamado fator de escala, o qual para-
metriza a expansão do Universo. De forma mais
genérica, é possível restringir hij com uma quanti-
dade finita de parâmetros qα(t), com α = 1, ..., n.
No presente caso, q1(t) = a(t) e os demais qα

correspondem aos graus de liberdade de matéria.
Os momentos conjugados aos parâmetros qα se-
rão denotados por pα.

Assim as quantidades utilizadas na formulação
hamiltoniana da Relatividade Geral podem ser
escritas em termos de N(t) e a(t). A ação da teo-
ria, incluindo a densidade lagrangiana de matéria

8Tais condições para a função lapso e o vetor deslo-
camento são usadas no chamado nível de fundo, quando
perturbações cosmológicas ainda não são consideradas.

9O elemento de linha pode ser entendido como o seg-
mento de linha associado a um vetor de deslocamento
infinitesimal em um espaço métrico. Seus termos es-
tão diretamente relacionados ao tensor métrico através de
ds2 = gµνdx

µdxν .
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LM em termos de campos φA, toma então a forma

S =

∫
Nh

1
2

(
R(3) +KijKij −K2

)
dtd3x+

+

∫
LM

(
φA, hij , Ni, N

)
Nh

1
2dtd3x

=

∫ 1

0
dtN

[
1

2N2
fαβ(q)q̇αq̇β − U(q)

]
, (17)

onde fαβ(q) é Gijkl definido em (4) reduzido ao
minissuperespaço e V (q) é uma função de q que
pode ser entendida como um potencial. Os li-
mites de integração 0 e 1 são obtidos ao ajus-
tar a função lapso e o tempo apropriadamente.
Note que a ação (17) corresponde à descrição de
uma partícula relativística em um espaço-tempo
curvo, contendo as contribuições cinética e po-
tencial. Dessa forma, a difícil tarefa de resolver
a equação de Wheeler-DeWitt (9) e o vínculo de
difeomorfismo (10) no superespaço é simplificada
ao problema de uma partícula no minissuperes-
paço. Por uma questão de consistência, as equa-
ções de movimento que podem ser obtidas dessa
ação devem corresponder às equações de Einstein,
as quais descrevem a Teoria da Relatividade Ge-
ral no regime clássico.

A hamiltoniana H = pαq̇
α − L correspondente

é dada por

H = N

[
1

2
fαβpαpβ + U(q)

]
, (18)

de onde obtemos o vínculo da super-hamiltoniana

1

2
fαβpαpβ + U(q) ≈ 0. (19)

Tradicionalmente os modelos de minissuperes-
paço têm sido entendidos como uma aproxima-
ção para extrair informações do Universo como
um todo. Entretanto, não existe uma confirma-
ção de que essa abordagem leve a uma represen-
tação fidedigna e completa da teoria. Uma al-
ternativa é interpretar a quantização do minissu-
perespaço como a quantização da menor unidade
representativa do espaço-tempo, abordagem co-
nhecida como single-patch [54]. Neste artigo ado-
taremos a abordagem mais tradicional, na qual o
Universo é representado pelo minissuperespaço.

Considerando o elemento de linha de um Uni-
verso homogêneo e isotrópico, também conhecido

como elemento de linha de Friedmann-Lemaître-
Robertson-Walker (FLRW) (em coordenadas es-
féricas r, θ,Φ e com curvatura espacial k =
−1, 0,+1)

ds2 = −N2dt2 + a2

(
dr2

1− kr2
+ r2dθ2+

+ r2 sen2θdΦ2
)
, (20)

obtemos a densidade lagrangiana (3) no forma-
lismo ADM

L =
äa2

N
− ȧṄa2

N2
+

6ȧ2a

N
+ kNa, (21)

= −aä
2

N
+ kaN (22)

tendo sido utilizada integração por partes na úl-
tima igualdade.

A hamiltoniana do sistema, por sua vez, é dada
por

H = N

(
−P

2
a

4a
− 6ka

)
, (23)

onde Pa = −2aȧ/N é o momento canonicamente
conjugado ao fator de escala a.

Consideremos agora que o minissuperespaço
está preenchido por um fluido perfeito descrito
pela seguinte lagrangiana de matéria

LM =
√
−g
(

1

2
gµν∂µφ∂νφ

)n
, (24)

onde n é um número inteiro e φ é um campo es-
calar relacionado à quadrivelocidade do fluido

Uµ =
∂µφ√

gµν∂µφ∂νφ
. (25)

O parâmetro da equação de estado do fluido
pode ser obtido através da definição do tensor
momento-energia10

Tµν =
2√
−g

∂LM
∂gµν

(26)

e é dado por

ω =
1

2n− 1
. (27)

10Para um fluido perfeito, o tensor momento-energia
pode ser escrito como Tµν = (ρ+P )UµUν −Pgµν , onde ρ
é a densidade de energia e P é a pressão. Por outro lado,
o parâmetro da equação de estado é dado por ω = P/ρ.
Combinando tais expressões com a definição (26), obtemos
ω em função de n.
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A hamiltoniana do sistema é então escrita como

HM =
1

ω(
√

2n)1+ω
N
p1+ω
φ

a3ω
, (28)

onde pφ representa o momento canonicamente
conjugado a φ. Ao considerar a seguinte trans-
formação de coordenadas

T =
ω(
√

2n)1+ω

1 + ω

φ

p1+ω
φ

, (29)

PT =
1

ω

(
pφ√
2n

)1+ω

, (30)

obtemos

HM = N
PT
a3ω

. (31)

Uma derivação alternativa desse resultado é ob-
tida em [55].

Considerando as hamiltonianas obtidas para a
parte gravitacional (23) e para a parte de matéria
(31), chegamos na descrição de um minissuperes-
paço homogêneo e isotrópico, com curvatura es-
pacial k = 0 e preenchido por um fluido perfeito:

H = N

(
−P

2
a

4a
+
PT
a3ω

)
. (32)

3.2 Cosmologia Quântica de De
Broglie-Bohm

Nesta seção trataremos da quantização do
Universo de acordo com a interpretação de De
Broglie-Bohm, a qual possui um caráter deter-
minístico, sendo as propriedades probabilísticas
da Mecânica Quântica meramente estatísticas.
Tal interpretação faz uso das chamadas variáveis
ocultas, as quais determinam o desenvolvimento
do sistema quântico. As previsões da teoria con-
cordam com a tradicional interpretação de Cope-
nhagen, desde que a equação de Schrödinger seja
mantida. Nesta seção serão introduzidas breve-
mente as quantidades necessárias para realizar a
quantização. Uma abordagem mais completa da
interpretação pode ser encontrada em [7].

Primeiramente aplicaremos a quantização de
Dirac à hamiltoniana (32) ao promovê-la a um
operador quântico e ao fazer o uso da equação
(9). Ao optar por um ordenamento de operado-

res11, obtemos

i
∂

∂T
Ψ =

a
3ω−1

2

4

∂

∂a

[
a

3ω−1
2

∂

∂a

]
Ψ, (33)

a qual representa a equação de Wheeler-DeWitt.
Como veremos na Seção (3.4), a variável T , re-
lacionada ao fluido perfeito, pode ser entendida
como o tempo.

Na interpretação de De Broglie-Bohm, escre-
vemos a função de onda como Ψ = R exp[iS],
sendo R a amplitude e S a fase da onda. Defi-
nindo ρ ≡ a

3ω−1
2 |Ψ|2, obtemos que (33) resulta

em duas equações:

∂S

∂T
− a3ω−1

4

(
∂S

∂a

)2

+

+
a

3ω−1
2

4R

∂

∂a

[
a

3ω−1
2
∂R

∂a

]
= 0, (34)

∂ρ

∂T
− ∂

∂a

[
a3ω−1

2

∂S

∂a
ρ

]
= 0. (35)

Além disso, o espaço de configurações possui um
caráter determinístico, sendo descrito pela cha-
mada equação guia

ȧ = −a
3ω−1

2

∂S

∂a
. (36)

Note que a equação (34) toma a forma de uma
equação de Hamilton-Jacobi no âmbito da Mecâ-

nica Quântica, sendo Q = −a
3ω−1

2

4R
∂
∂a

[
a

3ω−1
2

∂R
∂a

]
um potencial de caráter quântico. Tal potencial é
o responsável por alterar a trajetória do fator de
escala a, substituindo a singularidade inicial do
Universo por um fator de escala finito. Por sua
vez, a equação (35) toma a forma de uma equação
de continuidade para ρ.

A equação (33) pode ser escrita de forma mais
simples considerando a seguinte transformação de
coordenadas

χ =
2

3(1− ω)
a

3(1−ω)
2 , (37)

11A necessidade de escolher um ordenamento está relaci-
onada ao princípio de incerteza de Heisenberg, de acordo
com o qual dois operadores complementares não podem
ser medidos simultaneamente. Matematicamente tal fato
é descrito pela não comutatividade de tais operadores. Na
equação (33) o fator de escala a e seu momento conjugado
∂/∂a não comutam, tornando a escolha do ordenamento
necessária.
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a qual resulta em

i
∂Ψ

∂T
=

1

4

∂2Ψ

∂χ2
. (38)

A mesma tranformação modifica (36) para

dχ

dT
= −1

2

∂S

∂χ
. (39)

No contexto da Cosmologia Quântica, Ψ é cha-
mada de função de onda do Universo, a qual deve
satisfazer (38). A fim de resolver essa equação
para Ψ, necessitamos de uma condição de con-
torno. Uma escolha interessante é dada por(

Ψ∗
∂Ψ

∂χ
−Ψ

∂Ψ∗

∂χ

) ∣∣∣∣
χ=0

= 0, (40)

onde Ψ∗ representa o conjugado de Ψ, uma vez
que ela leva a soluções unitárias da função de
onda12.

Para a função de onda inicial podemos escolher

Ψ0 =

(
8

πσ2

) 1
4

exp

(
−χ

2

σ2

)
, (41)

uma vez que a condição de contorno (40) é satis-
feita. A expressão da função de onda para qual-
quer tempo T é então dada por

Ψ(χ, T ) =

∫ ∞
0

G(χ, χ0, T )Ψ0(χ0, T )dχ0, (42)

sendo G(χ, χ0, T ) o propagador referente à equa-
ção de Wheeler-DeWitt (38). Note que a última
é similar à equação de Schrödinger, a menos do
sinal da energia cinética. Dessa forma, o propa-
gador é dado por

G(χ, χ0, T ) =

√
− i

πT

{
exp

[
−i(χ− χ0)2

T

]
+

+ exp

[
−i(χ+ χ0)2

T

]}
, (43)

onde, a fim de garantir a unitariedade da evo-
lução, somamos um propagador para χ0 e outro
para −χ0. Ao aplicar (43) em (42), obtemos

Ψ(χ, T ) =

[
8σ2

π(σ4 + T 2)

] 1
4

exp

[
− σ2χ2

σ4 + T 2

]
×

×
[
−i
(

Tχ2

σ4 + T 2
+

1

2
arctan

σ2

T
− π

4

)]
, (44)

12Chamamos de unitárias as funções de onda cuja evo-
lução temporal é representada por um operador unitário,
o que está intimamente ligado às probabilidades de medi-
das.

Figura 2: Resolução da singularidade inicial através de
um modelo de ricochete obtido na Cosmologia Quântica de
De Broglie-Bohm. Nesta figura foram considerados ab =
σ = 1 e ω = 1/3, representando um fluido perfeito de
radiação.

a qual pode ser decomposta no formato Ψ =
R exp [iS].

Resolvendo a equação guia (39), obtemos

χ = χb

[
1 +

(
T

σ2

)2
] 1

2

, (45)

a qual está relacionada ao fator de escala a pela
transformação (37), resultando em

a = ab

[
1 +

(
T

σ2

)2
] 1

3(1−ω)

. (46)

Os parâmetros χb e ab representam os valores de
χ e a quando o Universo tem seu menor tamanho.
A Figura 2 apresenta o fator de escala (46) como
uma função do tempo T , onde podemos identi-
ficar um regime de contração do Universo para
T < 0 e um regime de expansão para T > 0.
O encontro dessas fases em T = 0 se dá no âm-
bito quântico, onde o potencial Q identificado em
(34) desempenha um papel fundamental. Dessa
forma, a singularidade clássica é substituída por
um fator de escala mínimo ab (relacionado ao ta-
manho mínimo do Universo), o que é conhecido
na literatura como modelo de ricochete ou bounce.

3.3 Aspectos introdutórios da Cosmologia
Quântica em Laços

A Cosmologia Quântica em Laços se baseia em
procedimentos da Gravitação Quântica em La-
ços adaptados para o caso da métrica de FLRW.
Nessa seção utilizaremos a usual interpretação de
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Copenhagen da Mecânica Quântica, a qual leva a
alguns problemas conceituais que serão discutidos
na Seção 3.5.

Os vínculos de Gauss e do supermomento
em (14) são trivialmente satisfeitos, enquanto a
super-hamiltoniana pode ser escrita como

H = − 1

γ2
ε̄ij̄k̄

F īijE
ij̄Ejk̄
√
Ē

. (47)

A hamiltoniana do sistema pode então ser obtida
através da integração de (47), a qual é realizada
em uma região finita do espaço-tempo a fim de
evitar divergências.

Por sua vez, as variáveis Aīi e Ei
ī
podem ser

escritas em termos de novas variáveis c e p e do
volume V0 dessa região com respeito a uma mé-
trica fiducial h(0)

ij definida a partir da co-tríade

fiducial e(0)̄i
i ≡ δīi como

h
(0)
ij ≡ e

(0)̄i
i e

(0)j̄
j δīj̄ . (48)

As variáveis canônicas tomam então a seguinte
forma:

Aīi =
c

V
1
3

0

e
(0)̄i
i , (49)

Eiī =
p

V
2
3

0

√
h(0)e

(0)i

ī
, (50)

sendo a variável p relacionada ao fator de escala
através de a =

√
|p|/V

1
3

0 .
A fim de realizar a quantização através das

variáveis independentes da métrica, definimos as
holonomias de c e o fluxo relacionado a p. Estes
podem ser canonicamente transformados para no-
vas variáveis b e v ao considerarmos um loop qua-
drado fechado, cuja área mínima está relacionada
a um autovalor ∆ advindo do espectro discreto
da geometria. Definindo tal área mínima como
µ̄2|p| = ∆, o que corresponde à chamada dinâ-
mica melhorada [56], é possível escrever as novas
variáveis como

b = ~
µ̄c

2
, (51)

v =
sgn(p)|p|

3
2

2πl2Pγ
√

∆
, (52)

onde sgn(p) se refere ao sinal de p, ~ é a constante
de Planck reduzida e lP o comprimento de Planck.

Figura 3: Resolução da singularidade inicial através de
um modelo de ricochete obtido na Cosmologia Quântica
em Laços. Nesta figura foi considerado Vb = lP = 1.

Como feito na Seção 3.2, consideramos um
campo escalar φ de matéria para realizar o pa-
pel do tempo. Dessa forma, o vínculo da super-
hamiltoniana (47) recebe uma contribuição extra
dada por (32) com n = ω = 1. Por fim, a ha-
miltoniana H constituída pela contribuição gra-
vitacional e pela contribuição da matéria pode
ser promovida a um operador, como mostrado de
forma detalhada em [27].

Uma maneira de visualizar a resolução da sin-
gularidade inicial [27, 57] é considerar a função
lapso N como o volume V ≡ |p|

3
2 da região a ser

quantizada, o qual é proporcional ao valor ab-
soluto de v. Dessa forma, podemos promover b
e v a operadores b̂ e V̂ = −i~∂b e escolher um
ordenamento de forma que o vínculo da super-
hamiltoniana assuma a forma[

3πl2P sen2(2b∂b)− ∂2
φ

]
Ψ = 0. (53)

Nesse caso, é possível mostrar [57] que o valor es-
perado, na interpretação de Copenhagen, do vo-
lume V̂ é dado por〈

|V̂ |
〉

= Vb cosh

(√
12πl2Pφ

)
, (54)

sendo Vb o volume mínimo do Universo. A Figura
3 mostra o comportamento de

〈
|V̂ |
〉

em função
do tempo φ.

3.4 O problema do tempo

Um dos problemas conceituais da Gravitação e
da Cosmologia quânticas é o chamado problema
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do tempo, o qual está relacionado ao caráter co-
variante da Teoria da Relatividade Geral. Na Me-
cânica Quântica usual, o tempo é um parâmetro
externo, distinto das componentes do sistema que
são quantizadas. Dessa forma, a maneira através
da qual o tempo é representado e entendido em
uma teoria da Gravitação Quântica ainda não é
bem estabelecida.

Matematicamente, podemos ter uma ideia
desse problema através da equação de Wheeler-
DeWitt (9). Tendo em vista sua relação com a
covariância da teoria frente a transformações da
coordenada temporal, é esperado que essa equa-
ção forneça a dinâmica do funcional de onda Ψ
no tempo. Na equação de Schrödinger, o tempo
aparece como uma primeira derivada da função
de onda e, portanto, buscamos por um termo si-
milar em (9). Entretanto, no geral esse termo
não aparece diretamente. Além disso, tendo em
vista que a hamiltoniana do sistema é consti-
tuída pelos vínculos, ao aplicá-los em (8) obte-
mos i∂0Ψ = H = 0, indicando que o funcional de
onda Ψ não depende do tempo.

No contexto da Cosmologia Quântica, uma
possível solução para esse problema é atribuir o
tempo a graus de liberdade relacionados à maté-
ria que preenche o Universo, de forma a obter um
termo proporcional ao momento conjugado. Isso
pode ser visto diretamente na equação (32), onde
o momento conjugado PT , relacionado ao campo
escalar φ que descreve um fluido perfeito, aparece
linearmente.

Assim como as abordagens para quantização,
diversas soluções para o problema do tempo são
investigadas. Alguns exemplos podem ser encon-
trados em [58–60].

3.5 O Problema da medida

Outro problema conceitual de extrema impor-
tância para a Cosmologia Quântica é o problema
da medida, o qual surge na interpretação de Co-
penhagen como resultado do colapso da função de
onda. Mais especificamente, a interpretação de
Copenhagen descreve o sistema quântico através
de uma função de onda contendo uma superpo-
sição linear dos estados possíveis para o sistema.
Quando uma medida é realizada por um obser-
vador, a função de onda colapsa em um único
estado, o qual corresponde à realidade percebida

pelo observador. Entretanto, diferentemente da
dinâmica da função de onda antes da medida, o
colapso não é descrito pela equação de Schrödin-
ger. Em outras palavras, o colapso da função de
onda nada mais é que um postulado. Tal des-
crição implica no surgimento de sérios questiona-
mentos sobre a natureza ontológica da Mecânica
Quântica. Afinal de contas, o postulado da me-
dida implicaria na inexistência de uma realidade
objetiva independente de observações. Como de-
finir então o que configura uma medida e quais
entidades possuem o status de observador? No
contexto da Cosmologia Quântica tal problema é
ainda mais agravado, uma vez que a existência
do Universo em um determinado estado quântico
dependeria de um observador externo, o qual não
pode existir por definição.

A natureza determinística da interpretação de
De Broglie-Bohm leva, automaticamente, à solu-
ção do problema da medida. Nesta interpretação,
a função de onda é constituída por ramos inco-
municáveis, sendo somente um deles selecionado
pelas condições iniciais do sistema. Dessa forma,
toda a dinâmica do sistema é descrita pela Me-
cânica Bohmiana, sem a necessidade de postular
o colapso da função de onda. Mais detalhes so-
bre o processo de medida na interpretação de De
Broglie-Bohm podem ser encontrados em [8].

Uma outra proposta para resolver o problema
da medida é a chamada decoerência, a qual faz
uso da interação do sistema com o ambiente a fim
de selecionar um estado da função de onda [61].
Tal descrição fornece uma explicação para a tran-
sição do âmbito quântico para o âmbito clássico,
mas não aborda a unicidade dos acontecimentos,
uma vez que todos os ramos da função de onda
existem simultaneamente.

4 Conexões com observáveis

Tendo em vista a escala de energia em que efei-
tos quânticos devem se tornar relevantes e a nossa
atual limitação em obter informações de épocas
anteriores à CMB, a conexão das teorias de Cos-
mologia Quântica com observáveis se mostra de-
safiadora. Apesar disso, algumas propostas para
testar tais modelos já existem na literatura, in-
clusive utilizando dados já coletados. Nesta seção
serão apresentadas algumas dessas propostas.
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Uma vez que os fótons da CMB são atualmente
a mais antiga fonte de informação à qual temos
acesso, é natural buscar por evidências observaci-
onais da Cosmologia Quântica nessa radiação de
fundo. Devido à esfericidade do céu que obser-
vamos, as propriedades da CMB são usualmente
descritas através de uma decomposição esférica.
Dessa forma é possível quantificar correlações en-
tre diferentes pontos no céu e relacioná-las a per-
turbações cosmológicas13 geradas por modelos de
Universo primordial, incluindo modelos de Cos-
mologia Quântica. Os chamados espectros de po-
tência representam quantidades de extrema rele-
vância nesse contexto. Através deles acessamos
as amplitudes e os chamados índices espectrais14

de perturbações escalares e tensoriais. A ampli-
tude das perturbações tensoriais possui um limite
superior advindo do fato de que estas ainda não
foram observadas, enquanto o espectro de potên-
cia escalar que observamos é quase invariante de
escala (ns − 1 ≈ 0) e inclinado para o vermelho
(ns − 1 < 0). Tais fatos podem ser usados para
restringir modelos de Cosmologia Quântica, como
mostrado em [47–50].

Além dos espectros de potência, os biespec-
tros também representam uma maneira eficiente
de restringir os modelos, sendo relacionados a
correlações entre três diferentes pontos no céu.
Tais correlações fornecem informação sobre as
chamadas não-gaussianidades, cujas característi-
cas dependem do modelo de Universo primor-
dial considerado. Uma interessante conexão com
observáveis foi obtida por modelos de ricochete
motivados pela Cosmologia Quântica em Laços.
Foi proposto que tais cenários com grandes não-
gaussianidades seriam capazes de aliviar as cha-
madas anomalias em grandes escalas da CMB
[43].15 Entretanto, os limites impostos por da-

13As perturbações cosmológicas são pequenos desvios
em torno da métrica de fundo do espaço-tempo, podendo
ser separadas em escalares, vetoriais e tensoriais (ondas
gravitacionais primordiais). Tais perturbações são respon-
sáveis por gerar as estruturas que observamos hoje e es-
tão diretamente relacionadas às flutuações observadas na
CMB.

14Os espectros de potência escalar e tensorial são res-
pectivamente parametrizados por Ps = As (k/k∗)ns−1 e
Pt = At (k/k∗)nt , sendo As e At suas amplitudes e ns e
nt seus índices espectrais.

15As anomalias em grandes escalas são características da
CMB que observamos e que possuem uma pequena pro-
babilidade de acontecer no Modelo Cosmológico Padrão.

dos do Planck sobre o biespectro de temperatura
excluem tal possibilidade [44, 45]. Ainda no con-
texto da Cosmologia Quântica em Laços, um tem-
plate oscilatório para o biespectro primordial foi
investigado em [46], juntamente com o biespectro
da CMB correspondente.

Além dos cenários de ricochete, outros aspec-
tos da Cosmologia Quântica podem ser investi-
gados através de observáveis. Um importante
exemplo é dado pela possibilidade de testar a de-
coerência através dos espectros da CMB. Tendo
em vista que as perturbações cosmológicas pos-
suem uma origem quântica, elas estariam sujeitas
ao fenômeno de “classicalização” descrito pela de-
coerência. Como consequência, impressões desse
processo são esperadas na CMB, como discutido
em [62,63].

Assim como os fótons da CMB, ondas gravita-
cionais primordiais podem formar uma radiação
(gravitacional) de fundo, a qual tem sido procu-
rada por diferentes surveys, tais como os Pulsar
Timing Arrays (PTAs) e os futuros interferôme-
tros espaciais. Tais ondas gravitacionais estão
acopladas à matéria e à radiação de forma fraca,
o que as possibilita viajar livremente desde sua
formação. Dessa forma, ondas gravitacionais pri-
mordiais podem se propagar até nós desde os pri-
mórdios do Universo, inclusive antes da CMB. Se
detectado, tal fundo estocástico de ondas gravita-
cionais poderia ser utilizado para testar diferentes
cenários de Cosmologia Quântica, como discutido
em [51].

Dessa forma, apesar dos desafios impostos pe-
las escalas de energia associadas a cenários de
Cosmologia Quântica, diferentes abordagens têm
contribuído para o progresso da fenomenologia da
área. Além das restrições já existentes graças à
detecção da CMB, futuros limites são esperados
da detecção do fundo estocástico de ondas gravi-
tacionais, o que representaria uma revolução para
a física do Universo primordial.
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