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Resumo
Corpos celestes em rotação não possuem simetria esférica, pois a gravidade efetiva é menor no equador do que
nos polos. A deformação depende não somente da velocidade de rotação mas também da estrutura interna
do corpo. Neste artigo, a deformação ou “achatamento” dos planetas do sistema solar, devido a rotação dos
mesmos, é estimada modelizando tais corpos como um “fluido” ou como um corpo “elástico”. A comparação
com as observações permite obter informações sobre a estrutura interna.

Abstract
Rotating celestial bodies do not have spherical symmetry, since the effective gravity is different between the
poles and the equator. Deviation from sphericity, dubbed the flattening of the body, depends on the rotation
velocity but also on the internal structure. In this article the flattening of solar system planets is calculated
by considering these bodies either as an incompressible fluid or constituted by an elastic material. Comparison
with data permits to obtain information about the internal structure of these bodies.
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1 Introdução

Um dos sucessos da teoria da gravitação de
Isaac Newton refere-se ao cálculo do achatamento
do globo terrestre devido sua rotação. Em outras
palavras, a forma da Terra não deveria ser à de
uma esfera mas sim à de um elipsoide com o eixo
polar menor que o eixo equatorial. O achata-
mento f é definido pela razão entre a diferença
entre os raios equatorial e polar e o raio médio
da configuração. O cálculo de f para um dado
planeta e em particular para a Terra, implica
em hipóteses sobre a estrutura interna. Newton,
em 1687, em suas estimativas modelizou a Terra
como um fluido incompressível e homogêneo, com
uma velocidade angular constante [1]. Ele obteve
f = 1/230, valor muito próximo do atual, con-
siderando a pouca precisão dos valores conheci-
dos na época, tanto da densidade média da Terra
como da constante gravitacional. Em 1735, a pe-
dido de Luiz XV, uma expedição organizada pela
Academia de Ciências da França efetuou medidas
de arcos na superfície terrestre [2], próximos do
equador e do polo, obtendo f = 1/178, o que per-
mitiu uma confirmação da previsão de Newton.

Deve-se mencionar que valores modernos, estima-
dos por métodos diferentes e em particular por sa-
télites artificiais, indicam f = 1/298,25; próximo
do valor estimado originalmente por Newton.

O cálculo do achatamento terrestre foi mo-
tivo de inúmeras investigações por físicos e mate-
máticos célebres no decorrer destes últimos três
séculos como, Descartes, Maupertius, Clairaut,
Bernoulli, MacLaurin, Euler, d’Alembert, Jacobi,
Lagrange, Cavendish, Laplace, Gauss, Poisson,
Cauchy, entre outros. Na realidade, a questão
aparentemente simples de modelizar um planeta
como um fluido ou como um corpo elástico (ou rí-
gido) submetido ao seu próprio campo gravitacio-
nal, é mais complexa do que se possa imaginar. O
problema pode ser, em princípio, definido da se-
guinte forma: considera-se um corpo de referência
no qual, inicialmente, a auto gravitação é despre-
zada. Neste caso, o corpo é desprovido de tensões,
é homogêneo ou seja, compressível e elástico. Em
seguida, considera-se o corpo sujeito ao seu pró-
prio campo gravitacional, situação que define um
planeta "elástico". A questão agora é encontrar
as configurações possíveis de equilíbrio. Em geral,
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uma hipótese importante discutida por Love [3,4]
é considerada, isto é, admite-se que o corpo esteja
em um estado de equilíbrio hidrostático. Esta hi-
pótese altera a natureza inicial do problema, que
agora se assemelha ao estudo do equilíbrio de um
corpo constituído por um fluido. Se as tensões
presentes no corpo são suficientemente pequenas,
pode-se utilizar a teoria linear da elasticidade e os
leitores interessados em maiores detalhes podem
encontrar uma análise mais completa, por exem-
plo, no livro de Landau & Lifshitz sobre a teoria
da elasticidade [5].

Neste artigo desenvolveremos uma análise sim-
ples do problema do achatamento rotacional dos
planetas do Sistema Solar dirigida aos estudantes
e aos não especialistas. Consideraremos inicial-
mente os planetas modelizados como um fluido
e em seguida introduziremos modelos submetidos
a tensões elásticas, os quais serão comparados a
um planeta considerado como constituído por um
fluido ideal. Em geral, serão considerados casos
em que a velocidade de rotação é pequena, o que
implica em um achatamento f ≪ 1 ou, em outras
palavras, um pequeno desvio da forma esférica.

2 O modelo fluido

Como mencionado acima, na aproximação
“fluido"o planeta é suposto satisfazer a equação
de equilíbrio hidrostático, isto é

∇⃗P + ρ∇⃗W = 0 (1)

Supondo-se que a forma do planeta em rotação
uniforme é a de um esferoide oblato, portanto
com simetria azimutal, a pressão P do fluido as-
sim como sua densidade ρ dependem somente das
coordenadas esféricas (r, θ). Na equação acima,
W é o potencial efetivo que definiremos mais
abaixo. Se a pressão do fluido obedece a uma
equação politrópica da forma P ∝ ργ , podemos
reescrever a equação (1) sob a forma

∇⃗
(

γ

γ − 1

P

ρ
+W

)
= 0 (2)

A equação (2) pode ser integrada resultando
na constância, em uma dada superfície (r, θ), da
expressão (

γ

γ − 1

P

ρ
+W

)
= C (3)

Figura 1: Esquema da superfície de um planeta achatado
pelo efeito de sua rotação. Rp e Re são, respectivamente,
os raios polar e equatorial.

Em particular, a equação (3) pode ser aplicada
a superfície do planeta onde as condições de con-
torno impõem que a pressão seja nula (efeitos de
uma eventual atmosfera são desprezados). Assim,
a superfície do planeta representa uma equipoten-
cial ou, em outras palavras, devemos ter W = C.

A Figura 1 representa a superfície em questão
do planeta, onde Rp e Re são respectivamente
os raios polar e equatorial. Representando-se a
superfície equipotencial por um elipsoide (em co-
ordenadas polares) e expandindo-se em série em
termos do achatamento f ≪ 1, a equação da su-
perfície equipotencial é dada aproximadamente
por

r(θ) = Rc

(
1− f cos2 θ

)
(4)

Por outro lado, verifica-se facilmente que, se Ω
é a velocidade angular de rotação, a aceleração
centrífuga pode ser decomposta em uma compo-
nente radial igual a gr = Ω2r sen2θ e uma com-
ponente tangencial ao longo do meridiano igual
a gθ = Ω2r senθ cos θ. Tais componentes po-
dem ser expressas através do gradiente de um
potencial “centrífugo” χ tal que gr = −∂χ/∂r
e gθ = −(1/r)∂χ/∂θ. Desta forma, o potencial
centrífugo pode ser definido como

χ(r, θ) = −1

2
Ω2r2 sen2θ (5)

No que se refere ao potencial gravitacional,
considerando a simetria em torno do eixo z (coin-
cidente com o eixo de rotação), ele pode ser ex-
presso em termos de seus multipolos, isto é,

V (r, θ) = −GM

r

r∑
n=0

Jn

(
Re

r

)n

Pn(cos θ) (6)
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onde M é a massa do planeta no interior de uma
superfície r(θ), Pn(θ) são os polinômios de Legen-
dre e os Jn são harmônicos zonais, constantes sem
dimensão e definidas por

Jn = − 3

2ρ̄

∫ π

0

∫ r(θ)

0

(
r

Rc

)2n+2

×

ρ(r, θ)Pn(cos θ) senθdθ
dr

Rc
(7)

onde ρ̄ é a densidade média do corpo. Uma dis-
cussão detalhada da eq. (6) pode ser encontrada
na referência [6]. Veremos mais adiante como os
coeficientes zonais Jn podem ser estimados obser-
vacionalmente. Se a origem do sistema de coor-
denadas coincidir com o centro de massa, temos
J0 = 1 e J1 = 0 e, em primeira aproximação, o
potencial gravitacional pode ser expresso como

V (r, θ) = −GM

r
+

GMR2
e

2r3
J2
(
3 cos2 θ − 1

)
(8)

O segundo termo do lado direito da eq. (8) re-
presenta uma correção (de primeira ordem) ao po-
tencial Newtoniano, devido a alteração da forma
esférica pela rotação do corpo. Desta forma, o po-
tencial efetivo W será dado pela soma das equa-
ções (5) e (8). A constante C que define a equipo-
tencial na superfície pode agora ser calculada no
polo definido pelas coordenadas r = Rp e θ = 0.
Nestas condições,

C =
GM

Rp
− GM

Rp

(
Rc

Rp

)2

J2 (9)

Em seguida, calculando-se W no equador, defi-
nido por r = Re, θ = π/2 e usando-se a equação
(9) obtemos

1

2
Ω2R2

e +
GM

Re

(
1 +

J2
2

)
=

GM

Rp

[
1−

(
Re

Rp

)2

J2

]
(10)

que pode ser reescrita como

1

2

Ω2R2
eRp

GM
+ J2

(
Rp

2Re
+

R2
p

R2
e

)
= 1− Rp

Re

= f (11)

Considerando-se somente os termos de primeira
ordem em f na expressão multiplicativa do se-
gundo coeficiente zonal e lembrando que a massa

total do esferoide é M = 4πρ̄R2
eRp/3, podemos

escrever que o achatamento de um corpo mode-
lado por um fluido em rotação lenta é dado por

f =
3Ω2

8πGρ̄
+

3

2
J2 (12)

Esta equação será utilizada para estimar o acha-
tamento de planetas do sistema solar sempre que
o coeficiente zonal J2 for conhecido. No caso de
um corpo homogêneo, podemos estimar J2 a par-
tir de sua definição [eq. (7)], usando a eq. 4.
Neste caso, obtemos facilmente que J2 = (2/5)f
e, substituindo-se na equação acima, obtemos o
resultado bem conhecido para o achatamento de
um corpo fluido e homogêneo em rotação lenta,
isto é

f =
15

16π

Ω2

Gρ̄
(13)

3 Determinação dos coeficientes zonais do
potencial terrestre

A equação (8) indica que o primeiro termo sig-
nificativo da expansão em multipolos do poten-
cial gravitacional depende de J2 e que pode ser
interpretado igualmente como uma perturbação
ao potencial Newtoniano. Neste caso, um saté-
lite (artificial) da Terra ou um planeta em torno
do Sol, terão seus elementos orbitais perturba-
dos. Em particular, o movimento secular do ar-
gumento do perigeu (ver, por exemplo, [7]). Em
primeira aproximação, o avanço do perigeu (em
radianos por revolução) é dado por

δω

δt
= −3π

(
Re

a

)2

J2
cos i

(1− e2)2
(14)

onde i é a inclinação da órbita do satélite, e é a
excentricidade e a o semieixo maior.

Façamos agora uma breve digressão histórica
que nos parece relevante. Em 1957, logo após o
lançamento do primeiro satélite artificial da Terra
(o Sputnik I), suas passagens meridianas foram
registradas no Instituto Astronômico e Geofísico
da USP, graças a um rádio interferômetro ins-
talado no campus do observatório por Luiz de
Queiroz Orsini e Antônio Hélio Guerra Vieira,
ambos professores da Escola Politécnica da USP
e cujo objetivo inicial era o estudo da ionosfera.
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Face aos resultados obtidos, não somente os regis-
tros das passagens meridianas do Sputnik I mas
também, posteriormente, daqueles do Explorer
I, permitiram ao professor Abrahão de Moraes,
então diretor do IAG, utilizar tais informações
para estimar o avanço do perigeu da órbita des-
tes satélites artificiais, calcular os coeficientes zo-
nais Jn e efetuar estimativas do achatamento da
Terra. Os resultados foram publicados em 1959
pelos Anais da Academia Brasileira de Ciências,
representando um dos primeiros trabalhos sobre
perturbações orbitais devidas ao achatamento da
Terra. O artigo inclui ainda soluções em termos
das funções de Jacobi e de Weierstrass. Tal tra-
balho contribuiu enormemente a reputação inter-
nacional de Abrahão de Moraes, um dos "pais”
da astronomia brasileira.

Desde então, graças ao estudo de levantamen-
tos gravimétricos e das órbitas dos satélites artifi-
ciais, foi possível estimar-se os coeficientes zonais
Jn de ordens elevadas (n > 30), permitindo de-
terminar o geoide terrestre com grande precisão.
Adotaremos aqui o valor J2 = 1, 0827 × 10−3,
recomendado pela União Astronômica Interna-
cional (UAI) na sua resolução nº 1 da Assem-
bleia Geral de 1967 em Lucerna. Neste caso,
usando-se a equação (12), própria para um mo-
delo "fluido não-homogêneo", obtemos para o
achatamento rotacional da Terra o valor f =
1/298, 25 = 0, 00335289, próximo do valor ori-
ginal estimado por Newton. Notar que o valor do
achatamento terrestre medido através de inúme-
ras missões geodésicas é f = 0, 00335, em exce-
lente acordo com o resultado teórico esperado do
modelo fluido não-homogêneo. Voltaremos a esta
questão mais adiante quando modelos elásticos
serão discutidos.

3.1 O achatamento rotacional do Sol

O problema do achatamento rotacional do Sol
tem um interesse histórico particular, pois está
relacionado com um dos testes fundamentais da
teoria Geral da Relatividade de Einstein.

Nos fins do século 19 a gravitação Newtoniana
encontrava-se no seu apogeu, pois o movimento
dos corpos que constituem o sistema solar (pla-
netas, asteroides, cometas, etc.) podia ser cal-
culado com grande precisão. No entanto, havia
diferenças significativas no caso do planeta Mer-

cúrio. Uma teoria detalhada da órbita deste pla-
neta foi desenvolvida desde 1843 pelo astrônomo
e matemático que previu a existência de Netuno,
Urbain Jean Joseph Le Verrier. Os estudos se-
guintes confirmaram uma discrepância entre o va-
lor observado para o avanço secular do perigeu de
Mercúrio e as correções devidas as perturbações
dos demais planetas do sistema solar. O valor ob-
servado corresponde a 574,5“/século enquanto as
correções devidas ao demais astros é avaliada, se-
gundo a teoria de Newton, em 531,5”/século (ver,
por exemplo, a referência [8]). Assim, resta um
resíduo da ordem de 43”/século, motivo de discus-
sões desde o fim do século 19 e início do século
20.

Diferentes hipóteses foram levantadas procu-
rando explicar tal diferença como a presença de
um disco de poeira nas vizinhanças das órbitas
de Mercúrio e Vênus ou a existência de um pla-
neta interior denominado Vulcano, entre a órbita
de Mercúrio e o Sol. No entanto, com o advento
da teoria geral da relatividade em 1915, o avanço
do perigeu de Mercúrio (e dos demais planetas)
pode ser explicado naturalmente, constituindo-se
em um dos maiores triunfos da teoria de Einstein.

Nos anos sessenta, Brans & Dicke [9] propu-
seram uma teoria escalar-tensorial da gravita-
ção, procurando incorporar o princípio de Mach
no qual as forças inerciais são a consequência
da distribuição da matéria localizada nos confins
do universo. Neste contexto, introduziram um
campo escalar responsável por tal interação. O
acoplamento entre o campo escalar e o tensorial
é representado pela constante de interação ω cuja
intensidade se espera que seja da ordem da uni-
dade. A teoria de Brans & Dicke prevê, igual-
mente, um avanço do perigeu de Mercúrio mas
com um valor inferior ao da Relatividade Geral.
Para explicar a diferença, Brans & Dicke sugeri-
ram que seria devida a um achatamento do Sol, o
qual teria uma rotação mais intensa no seu inte-
rior do que à observada na superfície. Utilizando
a equação (14), calcula-se facilmente que o coefi-
ciente zonal J2 necessário para explicar o avanço
do perigeu de Mercúrio por um eventual achata-
mento solar seria J2 = 1, 96 × 10−4. Medidas do
achatamento solar efetuadas por Dicke, usando
um sofisticado sistema fotométrico, foram con-
testadas na literatura devido as dificuldades em
definir uma superfície equipotencial, pois a fotos-
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Tabela 1: Dados dos planetas e coeficiente de achatamento observado e calculado.

Planeta ρ (g · cm−3) P (horas) J2 f (observado) f (calculado)

Terra 5,513 24,00 1, 0826× 10−3 0.00335 0.00335

Marte 3,933 24,62 1, 9605× 10−3 0.00648 0.00523

Júpiter 1,323 9,93 1, 4730× 10−2 0,06487 0,06380

Saturno 0,687 10,75 1, 629× 10−2 0,09796 0,0931

Urano 1,270 −17, 23 3, 510× 10−3 0,02293 0,0197

Netuno 1,638 16,11 3, 532× 10−3 0,01708 0,0181

fera depende do comprimento de onda no qual a
profundidade ótica é definida.

Uma ampla revisão das medidas do achata-
mento solar foi apresentada em [10] e o valor atu-
almente aceito é J2 = −(2, 22 ± 0, 02) × 10−7,
cerca de 3 ordens de grandeza inferior ao valor
necessário para explicar o avanço observado do
perigeu de Mercúrio, encerrando definitivamente
a questão em favor da teoria de Einstein.

3.2 Coeficientes zonais dos demais
planetas do sistema solar

A determinação dos coeficientes Jn para os pla-
netas do sistema solar segue um procedimento si-
milar ao descrito anteriormente, isto é, baseado
nas variações seculares dos elementos orbitais e,
em particular no avanço do perigeu dos satéli-
tes naturais, bem como nas variações orbitais das
sondas espaciais enviadas nestas últimas décadas
para estudar os planetas do sistema solar. Passa-
gens próximas pelos planetas e seus satélites per-
mitiram obter informações preciosas quanto aos
campos gravitacionais dos mesmos.

Na tabela 1 apresenta-se um resumo dos valo-
res do coeficiente zonal J2 medido por tais pro-
cedimentos bem como o achatamento estimado
pela equação (12), resultante de um modelo fluido
não-homogêneo. Para cada planeta é dado, igual-
mente, sua densidade média ( g ·cm−3 ) na coluna
dois e o período rotacional em horas na coluna
três. Os valores medidos e previstos do acha-
tamento são igualmente listados respectivamente
nas duas últimas colunas.

Existem disponíveis na literatura valores dos
coeficientes zonais para vários satélites naturais,
que não foram incluídos na tabela 1. Isto se jus-
tifica porque a deformação destes corpos não é

devida unicamente a rotação mas também as for-
ças de maré entre o planeta e o satélite, como é o
caso da Lua. Apenas como ilustração e facilitar
o trabalho de um leitor desejoso de se aprofun-
dar no tema, citamos as referências [11–13] para
valores dos coeficientes zonais da Terra e de ou-
tros planetas do sistema solar. Para os gigantes
gasosos Urano e Netuno podemos mencionar as
referências [14,15] e explicitamente para Saturno
a referência [16] e [17] para Júpiter.

Uma simples inspeção da tabela 1 sugere que
o modelo “fluído não-homogêneo” explica razoa-
velmente o achatamento observado dos planetas,
embora no caso de Marte o erro é maior do que
se poderia esperar. Não se pode excluir que haja
ainda uma incerteza na determinação do coefici-
ente zonal J2 deste planeta e/ou na compreensão
de sua estrutura interna, exigindo termos adicio-
nais para a representação do potencial gravitaci-
onal. Embora o modelo “fluido” seja o mais ade-
quado para planetas gigantes gasosos, notamos
pequenas diferenças entre os valores previstos do
achatamento e os observados. Embora erros nos
coeficientes zonais possam estar ainda presentes,
deve-se levar em conta que a estrutura interna
destes planetas é bastante complexa. Tais gigan-
tes gasosos formam-se inicialmente a partir de um
núcleo rochoso com massas entre 10− 30 vezes a
massa da Terra e, em seguida, por acresção do
gás presente no disco protoplanetário [18]. No
entanto, estes aspectos não serão considerados no
presente artigo.

4 O modelo “elástico”

Como vimos anteriormente, o estudo da figura
de equilíbrio de um corpo rígido/elástico foi mo-
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tivo (e é ainda) de investigação por inúmeros pes-
quisadores de renome. No entanto, como
veremos, modelos baseados na teoria linear da
elasticidade não produzem resultados significati-
vamente diferentes do modelo “fluido” discutido
acima. No entanto, tratando-se de um texto com
objetivos didáticos, apresentaremos as bases de
tal modelo.

Inicialmente, é interessante procurar respon-
der a seguinte questão: consideremos uma rocha
de pequenas dimensões, dezenas de metros, por
exemplo. Neste caso, tem a gravitação algum
efeito no seu equilíbrio interno ou na determina-
ção de sua forma? A resposta é certamente nega-
tiva, pois a estrutura do corpo nestas condições
é determinada essencialmente por forças molecu-
lares de origem eletromagnética. Se aplicarmos
uma força externa (tração ou compressão) a dis-
tância intermolecular (ou entre os átomos) será
alterada e uma energia elástica potencial é indu-
zida. No regime linear, ou regime de Hooke, a
energia potencial elástica é proporcional ao qua-
drado do módulo do vetor que caracteriza a de-
formação. Se aumentarmos, por exemplo, a tra-
ção a qual o corpo está submetido, nos afastamos
do regime linear e o corpo pode sofrer uma rup-
tura. Um aspecto importante é que, experimen-
talmente, a ruptura ocorre antes do que se deveria
esperar com base no valor do módulo de Young
do material [19]. Para materiais diversos, a tra-
ção crítica situa-se entre (4 – 6)% do valor do mó-
dulo de Young. Por exemplo, uma barra de ferro(
Y = 1, 6× 1012 dyn/cm2

)
sofre ruptura quando

submetida a uma tração de 8, 5× 109 dyn/cm2.
Com base nestas informações, podemos reto-

mar a discussão sobre a dimensão mínima de um
corpo a partir da qual a gravitação tem um pa-
pel importante na determinação de sua forma ou
no seu equilíbrio interno. Para simplificar a aná-
lise, suponhamos uma rocha homogênea de forma
esférica. Neste caso, um cálculo simples mostra
que a pressão central causada pela gravidade é da
ordem de

P0 =
2π

3
Gρ2R2 (15)

Tal pressão não pode ser superior a tensão crítica
Tc do material acima da qual ocorre a ruptura, o
que permite definir um raio crítico Rc acima do
qual a gravitação domina as forças moleculares

de origem eletromagnética, isto é

Rc =

√(
3Tc

2πGρ2

)
(16)

Para uma rocha constituída de basalto, a ten-
são de ruptura é da ordem de 5×108 dyn/cm2 e a
densidade é tipicamente da ordem de 2, 2 g/cm3.
Neste caso, obtemos da eq. (16) que o raio crítico
é aproximadamente Rc ∼ 270 km. Abaixo deste
valor a gravitação é subdominante, o que explica
as formas irregulares de asteroides com tais di-
mensões. Núcleos cometários são agregados de
pequenas rochas constituídas pelo chamado gelo
“sujo” (dirty ice), cuja tensão de ruptura é da
ordem de 107 erg/cm2 e uma densidade aproxi-
mada de 1 g/cm3. Neste caso, o raio crítico é
Rc ∼ 85 km. As dimensões observadas dos nú-
cleos cometários são apenas de alguns quilôme-
tros, indicando a predominância de forças de co-
esão moleculares e explicando a ruptura frequente
dos núcleos por forças de maré, quando tais cor-
pos se aproximam demasiadamente do Sol ou de
Júpiter.

Feitas tais considerações, podemos retomar a
questão do equilíbrio de um planeta elástico em
rotação. Admitiremos novamente que a rotação
não é importante e que pode set tratada como
uma perturbação do potencial gravitacional V .
Nestas condições, a equação equivalente ao equi-
líbrio hidrostático (equação de Cauchy) é

∂kT
k
i + ρ∂iV = 0 (17)

O tensor de Cauchy no limite de Hooke é dado
por

Tjk = λennδjk + 2µejk (18)

onde λ e µ são as constantes de Lamé, relaciona-
das por λ = K − (4/3)µ e onde K é o coeficiente
de compressibilidade do material. A tensão eij
está relacionada com o vetor de deformação ζi
pela relação

eij =
1

2

(
∂ζi
∂xj

+
∂ζj
∂xi

)
(19)

Notar que no caso incompressível temos a con-
dição adicional ∇⃗ · ζ⃗ = 0. A equação (17)
pode ser linearizada no sentido de Love, isto é,
introduzindo-se o potencial centrífugo [ver eq.
(5)] como uma perturbação.
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Por outro lado, a solução para o modelo “fluido”
foi obtida com a condição de contorno na qual a
pressão na superfície é nula, o que não necessa-
riamente é verdade no caso de um corpo sólido
em rotação como a Terra. Neste caso, a super-
fície pode estar submetida a uma tensão elástica
(não hidrostática) Ts que pode ser representada
de uma forma geral, pela expressão

Ts = σc

(
R

Rc

)2( Ω2

4πGρ
− 4

15
f

)
P2(cos θ) (20)

Na equação acima σc define a tensão crítica
próxima do valor de fratura discutido anterior-
mente. Para tensões Ts acima de σc, a superfície
comporta-se como um fluído; R é o raio (médio)
do planeta e Rc é o raio crítico definido pela equa-
ção (16). Isto significa que, quando R ≫ Rc, na
ausência de rotação o corpo tem uma forma esfé-
rica. Por outro lado, se a tensão Ts for inferior ao
valor crítico c, a superfície vai responder de forma
elástica. Para os interessados nos detalhes ma-
temáticos, consultar a referência [20] para o cál-
culo do achatamento do planeta quando Ts ≪ σc,
dado pela expressão

f =
15

16π

Ω2

Gρ

1

1 + µ̃
(21)

onde o modulo de cisalhamento reduzido µ̃ é de-
finido pela relação

µ̃ =
57

8π

µ

Gρ2R2
(22)

Em geral, para os planetas do sistema solar
(tanto os chamados “terrestres” como os gasosos),
a tensão na superfície gerada pela rotação é su-
perior ao valor crítico c, o que significa que o
achatamento pode ser calculado com boa preci-
são pela equação (12). Pequenas diferenças entre
os valores calculados e observados são provavel-
mente devidas as incertezas na estrutura interna
dos planetas e nas componentes zonais do poten-
cial gravitacional, em particular no caso dos pla-
netas gigantes gasosos, como mencionado acima.

5 Considerações finais

A forma de um corpo (planeta) em rotação,
submetido a sua gravitação, é uma questão que
motivou inúmeros pensadores nestes últimos três

séculos e continua ainda como uma fonte impor-
tante de motivação científica. Com a descoberta
dos exoplanetas e o desenvolvimento tecnológico
da instrumentação para imageamento em alta re-
solução, graças a técnicas interferométricas (caso
do instrumento SPHERE, em operação no ESO
- European Southern Observatory), será possível
no futuro, durante os trânsitos, resolver a forma
dos planetas projetada na superfície da estrela
e obter informações quanto ao seu achatamento.
Tais observações nos fornecerão informações fun-
damentais quanto a rotação e a estrutura interna
destes corpos.

As bases da teoria apresentadas neste artigo
podem ser aplicadas a outros corpos compactos
em rotação como as anãs brancas e estrelas de
nêutrons, embora estas últimas necessitem de um
tratamento relativístico e não Newtoniano [21].
Em todo caso, é interessante de ser mencionado
que, o único pulsar (pulsar do Caranguejo) com
um limite superior para seu achatamento rota-
cional, obtido pelo interferômetro gravitacional
LIGO, é pouco deformado pois f < 1, 3 × 10−4,
enquanto a equação (13) prevê f ∼ 2, 4× 10−4.
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