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Resumo
Anãs brancas são remanescentes estelares altamente compactas, resultantes do processo evolutivo de estrelas
com massas de até dez vezes a massa do nosso Sol. Seu núcleo é formado predominantemente por matéria
eletronicamente degenerada. Em uma estrela ordinária, há um balanço entre a atração gravitacional intrínseca
e a pressão interna gerada pelo calor e pela radiação nuclear de seu núcleo. Em uma anã branca, o colapso é
evitado devido à pressão eletrônica de degenerescência, um efeito quântico que tem origem nas propriedades
estatísticas dos férmions, por meio do princípio da exclusão de Pauli. Neste artigo, apresentamos um modelo
teórico simples da estrutura de anãs brancas e algumas de suas aplicações em astrofísica.

Abstract
White dwarfs are highly compact stellar remnants resulting from the evolutionary process of stars with masses
up to ten times that of our Sun. Their core is composed predominantly of electronically degenerate matter.
In an ordinary star, there is a balance between the intrinsic gravitational attraction and the internal pressure
generated by the heat and nuclear radiation from its core. In a white dwarf, collapse is prevented by the electron
degeneracy pressure, a quantum effect that arises from the statistical properties of fermions through the Pauli
exclusion principle. In this article, we present a simple theoretical model for the structure of white dwarfs and
discuss some of its applications in astrophysics.
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1 Introdução

A descoberta da natureza quântica da matéria
no início do século XX levou a uma das mais ele-
gantes conexões entre o mundo subatômico e o
mundo macroscópico: o princípio da exclusão de
Pauli [1]. Ao impedir que férmions idênticos ocu-
pem o mesmo estado quântico, temos a origem
de uma pressão intrínseca à matéria fermiônica
— a pressão de degenerescência [2, 3] — que não
depende de calor nem de reações nucleares. Essa
pressão quântica é a força fundamental que sus-
tenta os objetos conhecidos como anãs brancas,
remanescentes estelares compactos formados após
o esgotamento do combustível nuclear em estrelas
de baixa e média massa.

Partindo do conceito de um gás degenerado de
férmions, podemos deduzir uma equação de es-
tado a T = 0 [2, 4] que relaciona densidade e
pressão (Seção 3). Quando acoplada às equa-

ções de continuidade de massa e equilíbrio hi-
drostático [5] (Seção 4), ela descreve com pre-
cisão as propriedades estruturais dessas estrelas
— em particular, suas densidades relativamente
elevadas e raios comparáveis ao da Terra, com
massas próximas a massa do sol. O estudo de
anãs brancas culmina na determinação da massa
limite de Chandrasekhar [6] (Seção 5), valor má-
ximo além do qual a pressão de degenerescência
consegue conter o colapso gravitacional.

Além de estabelecer as bases teóricas, discuti-
mos, ainda que brevemente, diversas aplicações
astrofísicas das anãs brancas, como cronômetros
galácticos (Seção 6.2), laboratórios para física de
matéria densa (Seção 6.3), velas padrão em su-
pernovas tipo Ia (Seção 6.5) e a possibilidade de
fontes promissoras de ondas gravitacionais em sis-
temas binários (Seção 6.6). Também discutimos a
interessante possibilidade de que a chamada “ar-
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queologia planetária"e possíveis pistas para a ma-
téria escura, que podem ser encontradas em anãs
brancas.

2 O princípio da exclusão de Pauli

O conceito de degenerescência, como veremos,
é essencial para entendermos como anãs brancas
podem existir. Para entendermos o conceito de
degenerescência, entretetanto, precisamos antes
entender o príncipio da exclusão de Pauli.

Toda partícula quântica tem certas caracterís-
ticas intrínsecas que as definem. Duas proprie-
dades a que estamos acostumados são massa e
carga elétrica. Massa é uma medida da inércia
de uma partícula, que mede como ela responde a
uma força aplicada nela. A carga elétrica deter-
mina sua interação com campos elétricos e mag-
néticos. Além de massa e carga, elas também
possuem uma propriedade chamada spin, que de-
termina como ela interage com campos magnéti-
cos. O spin de uma partícula é, necessariamente,
um múltiplo inteiro ou semi-inteiro de ℏ = h/2π,
onde h é a constante de Planck .

No reino quântico partículas são classificadas
como férmions ou bósons, dependendo do valor
do spin. Partículas com spin semi-inteiro são cha-
madas férmions e partículas de spin inteiro são
chamadas bósons [4]. Exemplos de férmions são
os protons, elétrons e nêutrons (todos com spin
1/2), enquanto um dos bósons mais famosos é
possivelmente o fóton (com spin 1). Note que
para férmions de spin 1/2 existem dois possíveis
estados de spin, frequentemente denotados por
up (↑) e down (↓). Isso introduz um fator 2 que
aparecerá mais tarde em nossa análise.

A maneira como férmions e bósons se com-
portam quanticamente é fundamentalmente dife-
rente. Representando a função de onda de um
par de partículas idênticas simbolicamente por
Ψ(1, 2), temos que, para férmions, como dois elé-
trons, se trocarmos as posições 1 e 2, a nova fun-
ção de onda satisfaz à

Ψ(2, 1) = −Ψ(1, 2). (1)

Já para o caso de dois bósons idênticos temos
Ψ(1, 2) = Ψ(2, 1).

O principio da exclusão de Pauli emerge na-
turalmente da natureza assimétrica da função de

onda de férmions [1]. É fácil entender: consi-
derando que ao trocar a posição (por exemplo)
de dois férmions a função de onda terá seu sinal
trocado ao colocarmos dois férmions no mesmo
estado, a unica maneira de satisfazer a condição
de assimetria é se a função de onda se anular.
Isso significa que a função de onda de qualquer
sistema quântico fermiônico, onde dois (ou mais)
férmions se encontram no mesmo estado é sempre
zero. Ou seja a probabilidade desse estado existir
é nula. Este é, em outras, palavras o principio da
exclusão de Pauli: partículas idênticas com spin
semi-inteiro não podem ocupar o mesmo estado
quântico simultaneamente [1].

Possivelmente uma das consequências mais no-
táveis do princípio de exclusão de Pauli é a
existência dos átomos, e consequentemente da
química como um todo. A impossibilidade de
dois elétrons (férmions de spin 1/2) ocuparem o
mesmo estado quântico, obriga, necessariamente
que estes ocupem níveis atômicos (orbitais) su-
cessivamente mais altos: os famosos níveis 1s, 2s,
2p, 3s, 3p, 3d, ... ensinados na química. De ma-
neira geral é a existência desses níveis que per-
mite que a química funcione e, por conseguinte, o
mundo como o conhecemos. Devemos agradecer
ao princípio da exclusão de Pauli pela existência
do universo como conhecemos. As consequências
do princípio da exclusão de Pauli são ainda mais
amplas, como veremos a seguir, particularmente
para a astrofísica, o conceito de pressão de de-
generescência tem um papel muito importante e
será discutido na próxima seção.

3 Gás de férmions degenerado

Para podermos entender anãs brancas e suas
propriedades, precisamos antes compreender o
conceito de um gás degenerado de férmions [2,3].
A idéia é simples: vamos estender o conceito clás-
sico de gás ideal, ou seja um gás composto por
partículas não interagentes, para o caso em que
essas partículas são compostas por férmions idên-
ticos, como por exemplo, elétrons. É facil antever
que o princípio da exclusão de Pauli, discutido
na última seção terá um papel importante, uma
vez que mesmo que este gás esteja em seu estado
de menor energia seus férmions constituintes não
poderão estar no mesmo estado (diferentemente
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de um gás clássico em que suas partículas podem
compartilhar estados idênticos).

Comecemos, então, considerando uma situação
ideal, onde temos um gás de férmions composto
por apenas um elétron. Evidentemente um elé-
tron apenas não constitui um gás, mas partire-
mos de um elétron para depois generalizar nos-
sos resultados para um sistema composto de vá-
rios elétrons, esse sim representando um “verda-
deiro"gás.

Consideremos então que este nosso “gás"de um
elétron, tem temperatura zero (T = 0) de forma
que não precisamos nos preocupar com energia
térmica. Vale notar que aqui também se eviden-
cia uma diferença entre um gás quântico e um
gás clássico: neste último não faz sentido falar
em um gás com temperatura nula, uma vez que
todos seus componentes estariam imóveis. Quan-
ticamente, entretanto, isso não é um problema,
pois sabemos, que mesmo em seu estado de menor
energia, uma partícula terá uma energia não nula
(a chamada energia de ponto zero). Voltando ao
nosso solitário elétron. Suponhamos que ele es-
teja confinado ao interior de uma caixa de di-
mensões lx, ly, lz com paredes impenetráveis. Re-
solvendo a equação de Schrödinger para esse elé-
tron [4], que é livre dentro da caixa e está sujeito
apenas ao potencial infinito das paredes, podemos
encontrar os níveis de energia

Enx,ny ,nz =
ℏπ2

2me

(
n2
x

l2x
+

n2
y

l2z
+

n2
x

l2z

)
. (2)

Onde nx, ny e nz são inteiros positivos, e for-
necem os possíveis níveis de energia que podem
ser ocupados pelo elétron dentro da caixa. Assim
sendo, o menor nível de energia possível (energia
de ponto zero) é dado por nx = ny = nz = 1.

Tendo determinado os níveis de energia para
um férmion (elétron nesse caso) em uma caixa
impermeável, a generalização para um gás de elé-
trons é muito simples para o caso em que igno-
ramos a interação elétron-elétron, que é de fato o
caso que estamos interessados uma vez que bus-
camos a o equivalente ao gás ideal clássico para o
caso de férmions. Nesse caso os níveis de energia
disponíveis são aqueles dados pela equação (2),
onde cada nível de energia (dado por uma combi-
nação de nx, ny, nz) pode ser ocupado apenas por
dois elétrons (um com spin ↑ e outro com spin ↓).
É interessante notar a semelhança com o caso de

átomos, onde também temos níveis de energia que
podem ser ocupados por dois elétrons, como por
exemplo o caso 1s que pode ser ocupado por um
elétron com ↑ (1s1) e outro ↓ (1s2). A energia
dos níveis atômicos tem forma mais complicada,
entretanto, já que o confinamento dos elétrons é
dado pela força coulombiana exercida pelo núcleo
atômico, invés das paredes impermeáveis que con-
sideramos aqui.

Voltemos nossa atenção aos níveis de energia
permitidos, dado pela equação (2). Reescrevemos
esta equação como

Enx,ny ,nz =
ℏ2k2

2me
, (3)

onde k representa a magnitude do vetor k ≡
(kx = nxπ/lx, ky = nyπ/ly, kx = nzπ/lz) comu-
mente conhecido na mecânica quântica como ve-
tor de onda.

Imaginemos agora um espaço tridimensional,
gerado por três eixos, cada qual representando as
componentes do vetor de onda: kx, ky e kz. Cada
ponto nesse espaço gerado pelas diferentes com-
binações dos valores possíveis do vetor de onda:
kx = π/lx, 2π/lx, 3π/lx, . . . e similarmente para
ky e kz, representa um possível estado estacio-
nário ocupado pelo elétron (na realidade dois ao
considerarmos o spin, mas por ora vamos ignorá-
lo). Dessa forma podemos então imaginar que
este espaço é discretizado em pequenas caixas,
cada qual com lados π/lx, π/ly e π/lz. Cada uma
dessas caixas representa o volume (no espaço dos
momentos) ocupado por cada estado, de forma
que podemos escrever

π3

lxlylz
=

π3

V
. (4)

Agora vamos tornar nosso gás mais realista, em
vez de considerar um (ou alguns) elétrons, cada
qual ocupando um dos possíveis níveis de ener-
gia, vamos agora considerar N elétrons, onde N
é um enorme valor (da ordem do número de Avo-
grado) como deve ser para um gás. Ao incluirmos
N elétrons em nosso gás não devemos esquecer
que estes são férmions, e portanto cada um des-
ses elétrons só pode preencher uma das peque-
nas caixinhas no espaço dos momentos (aquelas
cujo volume é dado por π3

V ). Caso fossem bó-
sons, que não estão sujeitos ao principio da ex-
clusão de Pauli, nada impediria que todos os bó-
sons ocupassem o mesmo estado e, portanto, a
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mesma caixinha. Este não é o caso, entretanto,
para elétrons, onde cada um deve ocupar ape-
nas um nível e, portanto, apenas uma caixinha.
Dessa maneira ao incluir N elétrons vamos ocu-
pando caixinhas subsequentes até que todos os
N elétrons estejam em caixinhas individuais. As-
sim, após popular todos os estados possíveis com
os N elétrons disponiveis, vemos que esses elé-
trons vão ocupar um oitavo de uma esfera de raio
kf no espaço dos momentos, onde kf pode ser
encontrado se lembrarmos que cada (par) de elé-
trons ocupa um pequeno volume π3/V (note que
agora voltamos a considerar o spin dos elétrons
e portanto colocamos não um, mas dois elétrons
em cada caixinha). Assim temos

1

8

(
4

3
πk3f

)
=

N

2

(
π3

V

)
, (5)

de forma que

kf = (3nπ2)1/3, (6)

onde
n ≡ N

V
(7)

é a densidade de elétrons por unidade de volume.
A quantidade kf é chamada de momento de Fermi
e representa o momento dos elétrons no estado
de mais alta energia para um sistema com tem-
peratura zero. O momento de Fermi representa
igualmente o raio que separa o volume do espaço
dos momentos ocupados daqueles vazios. A ener-
gia associada ao momento de Fermi pode ser fa-
cilmente encontrada se substituirmos o momento
de Fermi na formula que descreve as energias dos
níveis (2), de forma que a energia de Fermi é dada
por

Ef =
ℏ2

2me
(3nπ2)2/3. (8)

Chegamos a um ponto no qual podemos ter
uma melhor compreensão do que é um gás de fér-
mions degenerado: é um gás que pode ser descrito
como um conjunto de férmions que, mesmo em
seu estado fundamental, são obrigados a ocupar
níveis de energia cada vez maiores para satisfazer
o principio da exclusão de Pauli. Isso se contrasta
de forma gritante com o comportamento de ga-
ses clássicos, que em seu estado fundamental te-
riam (em princípio), energia e temperatura nulas,
já que classicamente não há qualquer empecilho

para partículas clássicas ocuparem o mesmo es-
tado de energia (na prática isso não ocorre, con-
forme Boltzmann demonstrou, mas isso é assunto
para outro artigo).

Dessa forma, quanticamente, é perfeitamente
razoável discutir um gás de férmions com zero
temperatura, ou seja “degenerado", uma vez que
seus componentes estão ocupando os estados de
menor energia disponíveis. Com isso vale a pena
buscar a equação de estado para tal gás. Já en-
contramos, nas equações (6) e (8), o momento e a
energia de Fermi, ou seja o momento e a energia
do férmion que ocupa o nível mais alto do gás.
Para calcular a energia total do gás, considera-
mos 1/8 de uma casca esférica,que representa os
estados no espaço dos momentos como na figura
1.

Figura 1: Casca esférica representando o espaço dos mo-
mentos do gás de fermi. Cada pequeno cubo representa
o estado ocupado por cada elétron, cuja componente dos
momentos são dadas pelas coordenadas kx, ky, kz.

O volume total de uma casca esférica entre k e
k + dk é dado por

1

8
(4πk2)dk, (9)

de forma que o número total de estados disponí-
veis nesta casca é dado por

2
[
(1/2)πk2dk

]
(π3/V )

=
V

π2
k2dk. (10)

Note o fator de 2, que corresponde aos estados
de spins diferentes. Considerando que cada um
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desses estados tem energia dada por (3) podemos
escrever que a energia total dos elétrons ocupando
estados nesta casca é dada por

dE =
ℏ2k2

2me

V

π2
k2dk, (11)

de forma que obtemos a energia total do gás pela
integral

Etot =
ℏ2V

2π2me

∫ kf

0
k4dk =

ℏ2(3π2N)5/3

10π2me
V −2/3.

(12)
Note que essa quantidade é a análoga quântica
para um gás de férmions da energia interna de um
gás clássico ideal (U). A diferença aqui é que essa
energia tem origem, essencialmente, no princípio
da exclusão de Pauli, que obriga os elétrons a
ocuparem níveis de energia cada vez mais altos,
enquanto que para o caso clássico sua origem é a
energia térmica dos constituintes do gás.

Seguindo a analogia clássica, vamos determinar
a pressão exercida pelo gás de férmions no caso
em que consideramos uma expansão do volume
em uma quantidade infinitesimal dV . Para isso
analisemos o quanto a energia do gás muda em
tal expansão:

dEtot = −2

3

ℏ2(3π2N)5/3

10π2me
V −5/3dV = −2

3
Etot

dV

V
,

(13)
de forma que o trabalho realizado pelo gás, dW =
pdV , logo a pressão obtida é

p =
2

3

Etot

V
=

2

3

ℏ2k5f
10π2me

=
(3π2)2/3ℏ2

5me
n5/3. (14)

Essa é a equação de estado para um gás de fér-
mions não interagente a temperatura zero. Esta
pressão, gerada simplesmente pelo fato que os fér-
mions são obrigados a ocuparem níveis de ener-
gia cada vez mais altos, devido ao princípio da
exclusão, é essencialmente o que evita o colapso
de uma Anã Branca devido ao seu proprio peso,
como veremos nas seções seguintes. Isso se opõe à
situação de estrelas como o nosso Sol, por exem-
plo, onde o regime dominante é o clássico. Neste
caso a pressão que opõe a tendência de colapso
gravitacional é a pressão térmica do gás/fluido
que compõe a estrela. Sendo que este fluido é ali-
mentado térmicamente pelas fusões nucleares que
ocorrem no interior estelar.

Tendo obtido uma melhor, ainda que superfi-
cial, compreensão sobre o que é um gás degene-
rado, e a origem de suas propriedades, podemos
prosseguir para entender melhor a física de anãs
brancas.

4 Estrutura de anãs brancas

Anãs brancas nascem a partir de estrelas ordi-
nárias, quando estas chegam ao final de sua vida
devido ao fim do processo de fusão em seu inte-
rior [7]. Em seus momentos finais os processos de
fusão dessas estrelas são tão poderosos que aca-
bam ejetando as camadas mais externas da es-
trela [8], em alguns casos "vaporizando"a estrela
por completo, ou, dependendo da massa da es-
trela progenitora, deixando para trás um denso
caroço que vem a ser a anã branca [9].

Tendo nascido após o fim da vida de uma es-
trela da sequência principal, anãs brancas não
possuem as condições necessárias para realizar
processos de fusão, de forma que são incapazes
de atingir temperaturas suficientes para aquecer
seus componentes capazes de exercer pressão tér-
mica suficiente para evitar o colapso gravitacio-
nal [2, 3]. De fato, o que evita o colapso gravita-
cional das anãs brancas é a pressão exercida pelo
gás degenerado que se forma no interior dessas
estrelas.

Vamos agora entender como este gás de férmi-
ons degenerados é capaz de suportar a gravidade
dessas estrelas. Para tanto começamos identifi-
cando que para uma estrela esfericamente simé-
trica, a distribuição de massa em seu interior é
descrito pela equação [8, 10]

m(r) =

∫ r

0
ρ(r)4πr2dr, (15)

onde ρ é a densidade de massa-energia. Esta
equação pode ser escrita em forma diferencial
como

dm(r)

dr
= 4πr2ρ(r). (16)

A condição fundamental para o equilíbrio este-
lar é a chamada condição de equilíbrio hidrostá-
tico, que garante que a pressão do fluido que cons-
titui a estrela contrapõe a força gravitacional que
tende a comprimir o fluido [5, 8]. Para encontrar
tão condição consideramos um elemento de fluido
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Figura 2: Equilibrio hidrostático em uma estrela. A li-
nha pontilhada representa uma casca esférica infinitesimal
enquanto as setas vermelhas representam a força gravita-
cional que tenta comprimir essa casca, que é contraposta
pela pressão do gás em azul.

em uma casca esférica de espessura dr com uma
area dA. Ilustramos as forças atuando nesta casca
esférica na figura 2, onde representamos a pres-
são do gás pelas setas azuis e força gravitacional
pelas setas vermelhas, enquanto a casca esférica
é representada pela linha pontilhada branca.

Consideremos agora a força exercida Ffluido

neste elemento esférico de massa dm = ρ(r)dAdr,
pelo fluido contido na casca esférica, notando que
a massa contida na região interior à casca esférica
é m(r),

Ffluido = [p(r + dr)− p(r)]dA = dpdA. (17)

Por outro lado a força gravitacional sentida pela
casca esférica dm pela massa em contida em seu
interior é dada por

Fgrav =
Gm(r)

r2
dm =

Gm(r)

r2
ρ(r)dAdr. (18)

Como a anã branca está em equilíbrio hidrostá-
tico temos então que essas duas forças, que atuam
em direções opostas, precisam se anular, ou seja,
Ffluido + Fgrav = 0, de forma que temos

dp

dr
= −Gm(r)ρ(r)

r2
. (19)

Encontramos então a condição de equilíbrio hi-
drostático, que junto com a equação de continui-

dade de massa (16) descreve a estrutura de anãs
brancas.

O leitor atento pode perceber, entretanto, que
as equações (16) e (19), não podem descrever, de
forma completa, a estrutura estelar [8, 11]. Uma
rápida análise revela que temos 3 variaveis: a
pressão p, a massa m e a densidade ρ , mas te-
mos apenas duas equações: (16) a continuidade
de massa, e (19) a condição de equilíbrio hidros-
tático. De fato, nos falta um outro ingrediente:
a equação de estado. Na realidade, em momento
algum, ao deduzirmos as equações (16) e (19),
fizemos qualquer hipótese sobre a natureza da es-
trela. Estas equações são válidas para qualquer
estrela (Newtoniana), uma vez que elas apenas
descrevem a natureza macroscópica da estrela (no
caso, o equilíbrio entre a pressão do fluido e a
atração gravitacional, além da continuidade de
massa). Como qualquer problema da física, pre-
cisamos de um elo entre o mundo macroscópico e
o mundo microscópico, neste caso dado pela equa-
ção de estado. A equação de estado resulta da na-
tureza microscópica da matéria considerada, é ela
que nos informa como o fluido responde e se ma-
nifesta no mundo macroscópico, que pressão ele
exerce, qual densidade possui, e como suas pro-
priedades termodinâmicas se alteram conforme
as condições físicas (compo temperatura e gravi-
dade) são modificadas. A escolha da equação de
estado apropriada para o sistema físico estudado
é como modelamos de forma precisa os objetos
astrofísicos. Para estudarmos anãs brancas, pre-
cisamos empregar a equação de estado estudada
na última seção: aquela de um gás de férmions
degenerado. Caso empregássemos uma equação
de estado diferente, por exemplo aquela de um
gás clássico de Maxwell-Boltzmann, encontraría-
mos resultados inconsistentes com aqueles obser-
vados para anãs brancas, como por exemplo raios
estelares muito maiores do que os observados.

Vale notar aqui que estamos considerando anãs
brancas como objetos puramente newtonianos
[5,8,10]. Isso pode parecer contraditório, uma vez
que anãs brancas são consideradas “objetos com-
pactos". Essa aproximação, entretanto, se mostra
bastante razoável, uma vez que a grande maioria
das anãs brancas tem densidade baixa o suficiente
de forma que aspectos relativísticos podem ser
desprezados [12]. Algumas configurações extre-
mas de anãs brancas, aquelas com massa relati-
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vamente alta e raios relativamente pequenos, po-
dem apresentar propriedades relativísticas mais
pronunciadas, mas mesmo nesses casos se limitam
a correções percentuais pequenas [13,14]. Esta si-
tuação é drasticamente diferente para estrelas de
nêutrons onde as altas densidades destes objetos
faz com que uma descrição puramente relativís-
tica seja necessária [5, 15].

A natureza, essencialmente quântica [16], da
matéria que compõe anã brancas é drasticamente
diferente daquela que compões estrelas da sequên-
cia principal (descritas por um gás clássico). A
consequência desta diferença se manifesta nas
propriedades físicas de anãs brancas [16, 17], que
por sua vez, também são acentuadamente dife-
rentes de estrelas comuns. Dentre as diversas pro-
priedades talvez a diferença mais notável seja nos
raios dessas estrelas, que são consideravelmente
menores (comparáveis ao raio da Terra) [12, 18].
Na tabela 1 mostramos as massas e raios obser-
vados para algumas anãs brancas notáveis

Como ilustrado na tabela 1, é possível ver as
incríveis propriedades de anãs brancas, objetos
possuindo a massa comparáveis à massa do Sol,
mas com raios comparáveis (ou menores!) que o
da Terra. Não é surpresa portanto o motivo des-
sas estrelas terem sido categorizadas como anãs!
Para dar ao leitor um senso de escala que permita
notar o quão incríveis essas estrelas são, mostra-
mos na figura 3 uma representação da anã branca
Sirius B, que tem uma massa comparável à do
Sol,e raio menor que o da Terra.

5 A massa de Chandrasekhar

Uma das propriedades surpreendentes das anãs
brancas é que, ao contrário de outras estrelas, sa-
bemos a origem da pressão termodinâmica que
a sustenta com bastante precisão: é a pressão de
degenerescência dos elétrons. Isso nos fornece um
nível quase sem precedentes de compreensão da
natureza dessas estrelas. Evidentemente existem
outras propriedades que podem alterar a natureza
da anã branca, em particular os íons que também
fazem parte da sua estrutura (mas tem contribui-
ção quase nula para a pressão). De modo geral,
a anã branca é composta por um gás de elétrons
degenerados e uma rede cristalina de íons [19],
estes últimos determinados pela evolução da es-

Figura 3: Anã branca Sirius B em escala comparada à
Terra (Earth).

trela progenitora; mais especificamente pela com-
posição do núcleo da progenitora no momento em
que a anã branca foi criada. Assim, podemos ter
anãs brancas compostas, de íons de hélio, oxigê-
nio, carbono, magnésio, etc. [20]

Independentemente dos íons que compõe a anã
branca, comum a todas é o fato de que a pres-
são termodinâmica que sustenta a estrela contra
o colapso gravitacional é a pressão de degenerês-
cencia dos elétrons [10]. Ainda que essa pressão
seja formidável, ela é finita e, portanto, deve exis-
tir um limite a partir do qual não será mais ca-
paz de evitar o colapso gravitacional. Essa foi a
pergunta que o astrofísico Chandrasekhar fez e
ao tentar respondê-la chegou a um valor máximo
de massa a partir do qual a pressão dos elétrons
degenerados seria incapaz de evitar o colapso gra-
vitacional, esse limite hoje é chamado de massa
de Chandrasekhar, em homenagem ao seu desco-
bridor.

Vejamos um argumento intuitivo para entender
esse resultado, seguindo um caminho um pouco
mais didático [21], de forma a entender um pouco
melhor esse limite. Para tanto, consideremos uma
anã branca com N férmions, que estão contidos
em uma esfera de raio R. Podemos, então, con-
siderar a densidade de férmions como n ∼ N/R3.
Dessa forma se considerarmos apenas um fér-
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Tabela 1: Massa e Raio de algumas anãs brancas notáveis.

Anã Branca Massa (Massa solares) Raio (Raio da Terra)
Sirius B 1.02 0.89

Procyon B 0.6 1.35
40 Eri B 0.5 1.43

Stein 2051B 0.67 1.25

mion, é facil ver que o volume que ele ocupa é

V ∼ 1

n
. (20)

Considerando o princípio da incerteza de Heisen-
berg (∆x∆p ≳ ℏ) junto do volume ocupado por
um férmion, nos permite estimar seu momento
como

p ∼ ℏn1/3 (21)

pois o volume ocupado pelo elétron é ∆V =
∆x∆y∆z, e estamos supondo que as três incerte-
zas são comparáveis.

A energia dos férmions ocupando os níveis de
Fermi pode ser escrita em sua forma relativistica
como

Ef ≡ (k2fc
2 +m2c4)1/2. (22)

Vamos fazer agora a chamada aproximação rela-
tivística, segundo a qual a energia “cinética"dos
elétrons (aquela associada ao seu movimento) é
muito maior que sua massa de repouso, algo per-
feitamente razoável se considerarmos que os elé-
trons são partículas de massa muito baixa. Dessa
forma podemos escrever que a energia de Fermi
para os elétrons é dada por

Ef ∼ kfc. (23)

Considerando agora nossa estimativa para o mo-
mento dos férmions (21) podemos então escrever
que a estimativa para a energia de fermi dos elé-
trons na anã branca é

Ef ∼ ℏn1/3c ∼ ℏcN1/3

R
. (24)

Nesse momento vale a pena considerar também a
energia gravitacional sentida por cada férmion de
massa mB, dada por

EG ∼ −GMmB

R
. (25)

Aqui vale notar que M = NmB, ou seja a equa-
ção acima descreve a energia gravitacional que

um férmion sente devido a todos os outros. No-
tamos aqui que apesar que a pressão de degene-
recencia dos elétrons é a vastamente responsável
pela sustentação da estrela, os outros férmions
presentes (os íons, compostos por prótons e nêu-
trons) contribuem para a densidade de matéria da
estrela e portanto irão contribuir para a massa,
portantanto não podem ser ignorados, principal-
mente no que diz respeito à energia gravitacional.

Temos então que a energia total é descrita como

E = Ef + EG =
ℏcN1/3

R
−

GNm2
B

R
. (26)

O equilibrio estelar é encontrado fazendo E =
0 (menor valor possível) na equação acima, de
forma que encontramos os valores máximos per-
mitidos para que N e M satisfaçam a condição
de equilíbrio (E = 0):

Nmax ∼
(

ℏc
Gm2

B

)3/2

∼ 1057 (27)

Mmax ∼ NmaxmB ∼ 1.5M⊙ (28)

Encontramos assim, usando apenas primeiros
príncipios, uma aproximação para a Massa de
Chandrasekhar, a maior massa que uma anã
branca pode possuir. Qualquer anã branca com
massa superior a este limite, irá colapsar gravi-
tacionalmente, dando origem possivelmente a um
objeto mais compacto como uma estrela de nêu-
trons ou, em casos mais extremos, a um buraco
negro.

Evidentemente aqui seguimos um caminho
mais didático, da mesma forma feita em [21]. O
estudo de Chandrasekhar e outros que o seguiram
são muito mais ricos e complexos e obtem valo-
res muito mais precisos para a massa máxima de
uma anã branca. Ainda assim, mesmo com nosso
tratamento simples, encontramos um valor muito
próximo daquele que esperamos encontrar na na-
tureza. Esse é um grande feito da astrofísica mo-
derna, de forma que nosso conhecimento do limite
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máximo da massa e da própria natureza das anãs
brancas são amplamente utilizados na astrono-
mia e astrofísica, seja para o estabelecimento das
chamadas velas padrão (supernovas tipo IA, pro-
venientes do colapso de anãs brancas), ou mesmo
para obtermos melhor conhecimento da física nu-
clear e do comportamento de férmions em regimes
de altas densidades.

6 Anãs brancas e sua importância para a
astrofísica

Anãs brancas são os remanescentes compac-
tos e degenerados de estrelas de baixa e média
massa, constituindo o estado evolutivo final de
mais de 90% dos objetos estelares na Via Lác-
tea [22]. Com massas típicas de aproximada-
mente M ≈ 0.6M⊙ comprimidas em raios da or-
dem de R ∼ R⊕, elas são sustentadas pela pressão
de degenerescência dos elétrons [18, 23] e seguem
uma equação de estado bem entendida [10, 24],
diferentemente de suas “primas"mais compactas,
as estrelas de nêutrons. Considerando sua rela-
tiva simplicidade e a abundância de dados de alta
precisão provenientes de missões como a Gaia fa-
zem delas pilares fundamentais para estudos que
vão desde a física estelar até a cosmologia [25].

6.1 Sondando a evolução estelar

A distribuição de massa, a composição atmos-
férica (dominada por hidrogênio ou hélio) além
da evolução espectral de anãs brancas estão di-
retamente associados aos históricos de perda de
massa [22] e os tempos de vida na sequência prin-
cipal de suas progenitoras. Relações empíricas
entre massa inicial e final — calibradas com anãs
brancas em aglomerados estelares e sistemas bi-
nários, permite que se refinam as os processos
de mistura nas fronteiras convectivas e perda de
massa dependente da metalicidade [26]. A astros-
sismologia de anãs brancas pulsantes com atmos-
fera de hidrogênio (DAV) e de hélio (DBV) per-
mite a obtenção de dados importantes sobre a es-
tratificação interna e a composição do núcleo este-
lar, oferecendo testes independentes de cristaliza-
ção e separação de fases em matéria densa [27,28],
que são virtualmente impossíveis de se reproduzir
em laboratórios terrestres.

6.2 Cronologia galáctica

Após sua formação, as anãs brancas resfriam de
maneira previsível, seguindo, aproximadamente a
relação

L ∝ t− 5/7 , (29)

onde L representa a luminosidade e t o tempo de
resfriamento [29]. Dessa maneira, o limite inferior
da luminosidade em função do tempo atua, por-
tanto, como um relógio natural para datar popu-
lações estelares. Técnicas modernas de paralax e
fotometria de missões como a Gaia, por exemplo,
revelaram complexidades na sequência de resfri-
amento — como atrasos causados pela liberação
de calor latente durante a cristalização. Tais fenô-
menos permitem estimativas de idade para os dis-
cos finos e espessos da Galáxia, subestruturas do
halo e aglomerados abertos e globulares próximos,
com precisão de até ±0.5 bilhões de anos [30].

6.3 Laboratório para física fundamental

As densidades centrais das anãs brancas (ρ ∼
106˘109 g cm−3) e suas gravidades superficiais
(g ∼ 108˘109 cm s−2) oferecem ambientes ricos
para testarmos leis físicas além do alcance ter-
restre [31]. Medidas precisas de massa e raio
investigam correções que possam existir para a
equação de estado de matéria degenerada por elé-
trons, como por exemplo as correções de Coulomb
[32,33]. Investigações das variações seculares nos
períodos de pulsação e na taxa de resfriamento
também oferecem a oportunidade de revelar ca-
nais adicionais de perda de energia, como neutri-
nos oriundos do decaimento de plásmons ou par-
tículas hipotéticas (por exemplo, áxions) [34,35].
Observações do desvio para o vermelho gravita-
cional, dado por

z =

(
1− 2GM

Rc2

)−1/2

− 1, (30)

nos espectros de anãs brancas oferecem também
podem oferecer testes complementares da relati-
vidade geral no regime de campo fraco e alta den-
sidade.

6.4 Arqueologia de sistemas planetários

Elementos pesados detectados nas atmosferas
de muitas anãs brancas podem indicar a contínua
acreção de objetos orbitais que foram destruídos
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por forças de maré [36]. Sinais nas emissões in-
fravermelhas além de observações dos discos de
detritos corroboram esse cenário, permitindo aná-
lises da composição global de materiais exoplane-
tários [37–39]. Os resultados obtidos até agora
revelam evidências de objetos orbitais diferenci-
ados [40]. Estes estudos fornecem informações
valiosas sobre formação planetária e a evolução
dinâmica em épocas distantes do colapso da es-
trela hospedeira.

6.5 Distâncias cosmológicas e supernovas
do tipo Ia

Em sistemas binários próximos, anãs bran-
cas de carbono–oxigênio podem iniciar explosões
termonucleares ao se aproximarem da massa de
Chandrasekhar [41], cujo valor mais preciso é

MCh ≈ 1.44M⊙. (31)

A notável uniformidade das curvas de luz das
supernovas do tipo Ia [42] fundamenta seu pa-
pel como velas padrão, permitindo portanto uma
medição precisa de distâncias em escala cosmo-
lógica [42, 43]. Tais medições levaram à desco-
berta da aceleração cósmica que, até hoje conti-
nua sendo um estudo essencial para a caracteri-
zação da energia escura [44,45].

6.6 Fontes de ondas gravitacionais e
evolução de sistemas binários

Sistemas binários compostos por duas anãs
brancas, com períodos orbitais que variam de mi-
nutos a horas, constituem uma das fontes ga-
rantidas mais abundantes para futuro observa-
tórios espaciais de ondas gravitacionais, como o
LISA [46, 47]. As taxas de espiralamento e fusão
desses sistemas alimentam modelos de síntese po-
pulacional de binárias [46], enquanto a detecção
de sinais com variação de frequência (os famosos
“chirping”) permitirá medições precisas da deca-
dência orbital, das razões de massa dos objetos
que compõe o sistema e testes de acoplamento
por maré em sistemas compactos [48].

6.7 Sondando matéria escura e física além
do modelo padão

Devido à sua gravidade relativamente alta,
anãs brancas podem, potencialmente, capturar

partículas de matéria escura por meio de espalha-
mento em seus interiores densos [49]. A aniqui-
lação ou o decaimento da matéria escura acumu-
lada pode modificar suas curvas de resfriamento,
oferecendo restrições indiretas à diferente mode-
los de matéria escura como partículas massivas
fracamente interativas (WIMPs) e áxions [49,50].
Além disso, buscas por variações em constantes
fundamentais (por exemplo, a constante de es-
trutura fina α) utilizando espectroscopia de alta
resolução das atmosferas de anãs brancas inves-
tigam aspectos da física em escalas cosmológi-
cas [51, 52].

7 Conclusões

A análise desde o princípio da exclusão de Pauli
até o equilíbrio hidrostático mostra que as anãs
brancas são sustentadas por uma pressão pura-
mente quântica, sem paralelo nos gases clássi-
cos. A equação de estado para um gás degene-
rado de férmions não interagentes, quando apli-
cada às equações de estrutura estelar, explica seus
pequenos raios e densidades extremas. O limite
de Chandrasekhar, obtido ao balancear energia
de Fermi e energia gravitacional, define a maior
massa estável que uma anã branca pode ter an-
tes de colapsar gravitacionalmente, dando ori-
gem, potencialmente, a estrelas de nêutrons ou
buracos negros.

Dentro do contexto da atrofísica de modo ge-
ral, anãs brancas se mostram como excelentes “la-
boratórios"estelares: podem funcionar como re-
lógios precisos para datar populações estelares,
fundamentais no estudo da evolução galáctica;
fornecem condições ideais para testar correções
à física de matéria degenerada e podem impor
limites observáveis para a existência de partícu-
las exóticas; além disso são a base para superno-
vas tipo Ia, principais velas padrão na cosmologia
moderna. Sistemas binários de anãs brancas, fi-
nalmente, se apresentam como fontes abundantes
e potencialmente detectáveis (em futuros experi-
mentos, como o LISA) de ondas gravitacionais,
prometendo revelar detalhes inéditos sobre a di-
nâmica de objetos compactos.

O contínuo avanço nas observações — com mis-
sões de alta precisão como Gaia e futuras sondas
gravitacionais — combinado a modelos teóricos
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que incorporam efeitos relativísticos e microscó-
picos mais sofisticados, abrirá caminho para refi-
nar ainda mais nosso entendimento desses corpos.
Em última análise, estudar anãs brancas é reco-
nhecer que, as diversas maneiras em que se mani-
festam contribuem para contar a história de como
o universo evolui, desde as menores partículas até
a expansão cósmica.
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