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Resumo

Apresentamos a tradugdo do artigo publicado por Werner Heisenberg em 1925, e que constitui um marco na
construgdo da mecanica quantica. Alguns comentérios introdutoérios sdo apresentados, seguidos da versdo em

portugués do texto originalmente escrito em alemao.

Abstract

We present the translation of the article published by Werner Heisenberg in 1925, which constitutes a landmark in
the development of quantum mechanics. Some introductory comments are presented, followed by the Portuguese

version of the text originally written in German.
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Introducgao dos tradutores

A Fisica Moderna tem como alicerces princi-
pais a Teoria da Relatividade, Restrita e Geral, e
a Mecanica Quantica. E comum, ainda que ques-
tionavel, identificar as datas que marcaram a for-
mulagao definitiva das teorias relativistas: 1905
para a Relatividade Restrita e 1915 para a Rela-
tividade Geral. A formulagao da Mecanica Quan-
tica parece, & primeira vista, menos definida tem-
poralmente.
série de trabalhos realizados, essencialmente, nas
trés primeiras décadas do século XX.

Ela teria sido construida em uma

Os artigos publicados por Planck, Bohr, Eins-
tein, Sommerfeld, de Broglie, Kramers, Heisen-
berg, Born, Jordan, Schrédinger, Dirac, para ci-
tar apenas os principais nomes relacionados com
a nova teoria, fixaram paulatinamente os funda-
mentos do que hoje denominamos de Mecéanica
Quéntica. O primeiro artigo desta série de traba-
lhos foi o de Planck, publicado em 1900, enquanto
os tltimos dos citados acima foram publicados em
1925/1926.

Mesmo com esta dispersao de datas, o ano de

1925 foi decisivo na formulagao da teoria quantica
na forma que a conhecemos hoje. Isso motivou
designar 2025 como o Ano da Mecdnica Qudn-
tica, celebrando os 100 anos desta revolugao na
Fisica. De fato, entre os artigos mais significa-
tivos na construgao da teoria quantica, o traba-
lho que Werner Heisenberg publicou em 1925 no
Zeitschrift fiir Physik, escrito originalmente em
alemao, ocupa um lugar especial [1|. Nele, Hei-
senberg mostra como deve ser analisado um sis-
tema quéantico, como se definem os observaveis
deste sistema e quais ferramentas matemaéticas
devem ser usadas. Ele mostra, de forma explicita,
como a analise quantica difere da anélise usual,
cléssica.

Assim, o artigo de 1925 de Heisenberg abre as
portas para uma formulacao mais completa e co-
erente dessa nova teoria fundamental da natureza
que é a Mecénica Quantica. Apresentamos aqui
0 que pensamos ser a primeira tradugao para o
portugués deste trabalho crucial para a constru-
¢ao dos fundamentos da teoria quantica.

Intitulado Sobre a reinterpretacao das rela-

@ @ Licenga Creative Commons

184


http://doi.org/10.47456/Cad.Astro.v6n2.50081

Tradugao comentada do artigo de Heisenberg, “Sobre a. ..

J. C.Fabris e O. Piattella

coes cinemdticas e mecdnicas na teoria qudntica
(Uber quantentheoretische Umdeutung kinematis-
cher und mechanischer Beziehungen, no original),
o artigo que Heisenberg escreveu ao retornar de
um periodo de repouso em Helgoland (ilha situ-
ada no Mar do Norte, perto da costa alema), for-
mula alguns dos fundamentos conceituais da teo-
ria quantica estabelecendo, ao mesmo tempo, as
bases do célculo matricial e a nocao dos obser-
vaveis em um sistema quantico. Pouco depois,
Erwin Schrédinger proporia uma formulagao al-
ternativa baseada na equacao de onda que leva o
seu nome. A Mecanica Matricial e a Teoria On-
dulatéria se revelariam equivalentes, duas formas
complementares de abordar o fenémeno quéantico.
Mas talvez nao seja exagerado dizer que a for-
mulacao de Heisenberg permite germinar novas
nogoes essenciais para a construcao completa da
teoria.

Heisenberg, neste artigo de 1925, se debruga so-
bre o problema de estabelecer quais sao os obser-
vaveis da teoria quéantica, fazendo uma compara-
¢ao minuciosa entre a descrigcao classica da emis-
sao de radiacao e como ela deveria ser analisada
na teoria quantica correspondente. Ao fazer esta
comparagao, ele propoe que os calculos na teoria
quéntica devem seguir uma forma matricial, como
pode ser visto, por exemplo, na equacao (20) do
artigo. No entanto, o artigo nao se limita a propor
um procedimento técnico de célculo: ao estabe-
lecer que quantidades quénticas, ao contrario das
correspondentes quantidades classicas, obedecem
a uma algebra matricial, ele termina por enfatizar
o carater nao comutativo das quantidades usa-
das no calculo quantico. E possivel conectar este
procedimento & algebra de operadores no espago
de Hilbert e, como consequéncia, ao que chama-
mos hoje de principio da incerteza. Ao contrario
da mecénica classica, Heisenberg enfatiza que a
teoria quantica nao se alicer¢ca na determinagao
da posicao e velocidade, e sim nas transigoes en-
tre estados estacionarios e a consequente emissao
de fotons com energias bem definidas. A meca-
nica matricial proposta por Heisenberg abriria as
portas & identificacao do espago de Hilbert como
a estrutura bésica da Mecanica Quéntica, estru-
tura organizada através de operadores, autofun-
¢oes, autovalores, tudo isto aliado ao conceito de
observével do sistema quantico.

Aproximadamente 10 anos antes da publicacao

do artigo de Heisenberg, Bohr tinha formulado
um modelo para o 4tomo de Hidrogénio que ex-
plicava as linhas espectrais discretas detectadas
para este dtomo. Bohr usa um modelo classico
para o elétron girando em torno do proton, adi-
cionando uma regra de quantizagdo para o mo-
mento angular que nao tem contrapartida clas-
sica. Os resultados obtidos por Bohr sao impres-
sionantes, surgem de uma combinacao de concei-
tos puramente cléssicos, como o de trajetorias,
aos quais se adiciona uma condigdo de discreti-
zagdo. Heisenberg, no entanto, afirma no artigo
de 1925 que o sucesso do modelo de Bohr para
o atomo de hidrogénio foi “fortuito” embora o
modelo de Bohr tenha conduzido ao espectro co-
nhecido, ele nao admite uma generalizagao para
outros dtomos mais complexos que seja aceitavel
e condizente com as medidas experimentais. E
preciso, entao, identificar quais seriam os alicer-
ces fundamentais da teoria quéntica, definir os
seus observaveis, mostrar como se calculam es-
tes observéveis para se ter uma teoria quantica
consistente e completa que se aplique a todos os
sistemas fisicos. Heisenberg, ao fazer isto, cons-
tréi o calculo matricial e chama a atengao de que
0s observaveis classicos nao sao, necessariamente,
0s mesmos que 0s observaveis quanticos.

Dois exemplos de calculo quantico sao tratados
nesse texto: o do oscilador anarmoénico e o pro-
blema do rotor. Heisenberg se restringe a exem-
plos formulados em uma tunica dimensdo. Uma
comparacao detalhada é feita entre o computo
quantico e o correspondente célculo classico. En-
quanto a descrigdo quantica para a variavel x(t)
soa relativamente direta, ele mostra todas as suti-
lezas que envolvem o céalculo de quantidades como
:U(t)2 presente na equacao de movimento do osci-
lador anarmoénico. E interessante que Heisenberg
tenha se concentrado no oscilador anarmonico em
vez do, mais simples, oscilador harmoénico. No
entanto, ao incluir termos como z(t)2, x(t)3, etc.
na equacao de movimento do oscilador, ele re-
forca os aspectos tipicamente quéanticos, tanto do
ponto de vista conceitual quanto técnico.

E notério que este ndao é um artigo facil de se
ler. Claro, a forma de escrever um artigo ha cem
anos atras era bem diferente da de hoje, tanto
pelo estilo quanto pela notagao (que mantemos,
na tradugdo, conforme estd no original). Mas,
Heisenberg nao detalha como chegou a algumas
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conclusoes. Isto motivou tentativas mais recentes
de “decifrar” certas afirmagoes (ver, por exem-
plo, a referéncia [2]). Curiosamente, os calculos
apresentados nao requerem uma matematica so-
fisticada; essencialmente envolvem decomposi¢do
de Fourier e produto de matrizes. Mas, os as-
pectos conceituais sao sutis. Em alguns momen-
tos, as motivagoes para certos saltos conceituais
nao parecem claras. Isto levou Steven Weinberg,
prémio Nobel de Fisica, a expressar sua dificul-
dade em compreender o artigo [3]. No entanto,
a leitura deste texto elucida o que motivou Hei-
senberg a propor quais seriam os observaveis na
teoria quantica e a nao comutagao de grandezas
como posi¢ao e momento, o que leva & necessidade
de uma estrutura matematica que comporte estes
aspectos das variaveis quanticas, tendo como uma
das consequéncias implicitas o Principio da Incer-
teza, que Landau e Lifchitz consideram como o
elemento central da Mecanica Quantica [4] e que
sO receberia uma formulacao explicita, feita pelo
proprio Heisenberg, dois anos depois, em 1927.

A leitura deste texto, que procuramos tornar
agora acessivel em lingua portuguesa, perma-
nece, apesar das suas dificuldades, central para a
compreensao do processo de construcao da teoria
quantica.
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Sobre a reinterpretacao das relacoes cinemdticas e
mecanicas na teoria quantica’

Por W. Heisenberg em Gotinga.
(Recebido em 29 Julho 1925)

Neste trabalho, tenta-se estabelecer os fundamentos para uma Mecanica Quéntica que se baseia
exclusivamente em relacoes entre quantidades que sao, em principio, observaveis.

Sabe-se que pode-se levantar a séria objegao que as regras formais geralmente empregadas na teoria
quéantica para o célculo de grandezas observaveis (por exemplo, a energia no atomo de hidrogénio)
sao essencialmente relagoes constitutivas entre grandezas que nao podem ser, em principio, observadas
(como, por exemplo, a posi¢ao ou o periodo orbital do elétron). Portanto, essas regras obviamente
carecem de qualquer claro fundamento fisico, a nao ser que se queira sempre manter a esperancga de
que essas grandezas, até agora inobservaveis, possam talvez se tornar experimentalmente acessiveis
no futuro. Essa esperancga poderia ser considerada justificada se as regras acima mencionadas fossem
intrinsecamente consistentes e utilizaveis num determinado dominio de problemas da teoria quéantica.
No entanto, a experiéncia mostra que apenas o dtomo de hidrogénio e o efeito Stark desse dtomo
obedecem a essas regras formais da teoria quéntica, mas que dificuldades fundamentais ja aparecem no
problema dos campos cruzados (dtomos de hidrogénio em campos elétricos e magnéticos de diferentes
diregoes), sendo que a resposta do a&tomo a campos que variam periodicamente certamente nao pode
ser descrita pelas regras mencionadas e que, em ultima analise, uma extensao das regras quénticas
ao tratamento de d4tomos com muitos elétrons tem-se mostrado impossivel. Tem-se tornado comum
atribuir esse fracasso das regras da teoria quéntica a um destoamento da mecénica classica, ja que
essas regras sao essencialmente caracterizadas pelo uso da mecénica classica. Essa caracterizagao tem,
no entanto, pouco significado quando se percebe que a condic¢ao de frequéncia de Einstein-Bohr (que é
valida em todos os casos)?® ja representa um afastamento tao completo da mecénica classica, ou melhor
(usando o ponto de vista da teoria ondulatéria) da cinemética subjacente a essa mecanica, que mesmo
para os problemas da teoria quéntica mais simples a validade da mecéanica classica simplesmente nao
pode ser mantida. Nessa situacao, parece sensato descartar toda esperanca de observar grandezas até
hoje inobservaveis, como a posicao e o periodo do elétron, e admitir que a concordéancia parcial das
regras quanticas com a experiéncia é mais ou menos fortuita. Como alternativa, parece mais razoavel
tentar estabelecer uma mecénica quantica tedrica, analoga & mecanica classica, mas na qual ocorrem
apenas relacoes entre grandezas observaveis. Pode-se considerar juntamente a condi¢ao de frequéncia
a teoria da dispersao de Kramers! e trabalhos de extensdo dessa teoria,’? como os primeiros passos
mais importantes em direcao a uma mecénica quéntica tebrica. Neste artigo, buscaremos estabelecer
algumas novas relacoes da mecénica quéntica e aplici-las ao tratamento detalhado de alguns problemas
especiais. Nos restringiremos a problemas que envolvam um grau de liberdade.

“Titulo original: Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehungen.. Publicado em:
Zeitschrift fir Physik, Zeit. 383, 879-893 (1925).

&NdT: essa ¢é a relagdo entre a energia carregada por un foton e a frequéncia do mesmo, AE = hv.

'H. v. Kramers, Nature 118, 673, 1924.

2M. Born, ZS. f. Phys. 26, 379, 1924. H.A. Kramers e W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 81, 681, 1925. M. Born e P.
Jordan, ZS. f. Phys. (em publicagao). NdT: esse ultimo artigo foi publicado em ZS. f. Phys. 34 (1925) 858
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§ 1. Na teoria classica, a radia¢do de um elétron em movimento (na zona de onda, ou seja, € ~ § ~ %)

nao ¢ dada somente pelas expressoes:”
e .
¢ = r3c2 [t[tb“ ) (1)
e ..
H= 122 [Ut] ) (2)

que pode ser chamado de “radiagao de quadrupolo”, e numa ordem ainda maior, termos, por exemplo,
da forma:

@ntﬂ; (4)
Assim, a aproximagao pode ser estendida arbitrariamente. (Aqui &, §) representam as intensidades
dos campos em um dado ponto no espaco, e é a carga do elétron, t é a distancia do elétron ao ponto
considerado, v é a velocidade do elétron.)

Podemos nos perguntar que forma teriam os termos de ordem superior na teoria quéntica. Sendo
que na teoria classica tais termos podem ser calculados facilmente quando o movimento do elétron
ou a sua representacao de Fourier é dada, esperamos algo similar na teoria quéntica. Essa questao
nao tem nada a ver com a eletrodindmica, mas é de natureza puramente cinematica, e esse ponto
parece ser de notavel importéancia; podemos por a questao da seguinte forma muito simples: seja dada
uma grandeza quantica em lugar da quantidade classica x(t); qual grandeza quantica tomaria entao o
lugar de x(t)?? Antes de podermos responder a essa pergunta, temos que nos lembrar que na teoria
quéntica nao era possivel associar a um elétron um ponto no espago como funcao do tempo por meio
de quantidades observaveis. Porém, também na teoria quéntica pode-se associar a um elétron uma
emissao de radiacao; essa radiacao é descrita em primeiro lugar pelas frequéncias, que aparecem como
funcao de duas variéveis, na teoria quéantica na forma:

v(nn—0) = {W(n) - W(n - )}, (5)

enquanto na teoria classica na forma:

v(n,a) = av(n) = a%% . (6)

(Aqui é posto nh = J, que é uma das constantes canonicas).
Como caracteristico para a comparacao entre teoria quantica e teoria classica, com respeito a frequén-
cia, pode-se escrever as relagoes de combinagcao:

Classicas:

v(n,a) +v(n,B) =v(n,a+ 3). (7)

Y NdT: numeramos as equagdes no presente texto. Os parénteses quadras representam o produto vetorial. Os campos
€ e §) s@o os campos elétrico e magnético.

°NdT: W é a energia do elétron e nh = J seu momento angular. O n é o nimero quantico principal e o a é outro
nimero inteiro. Na férmula quéntica a frequéncia emitida é igual a diferenga das energias dividida pela constante de
Planck. No caso cléssico, seguindo a teoria de Bohr, mostra-se que v(n) = (1/h)dW/dn. O « aqui é sempre um nimero
inteiro, mas representando os harménicos associados a v(n). O programa de Heisenberg ¢ o de usar a relagdo quéntica
(5) para expressar a posi¢ao do elétron. Note-se que o caso chamado “classico” por Heisenberg nao é propriamente tal,
pois tem a presenca da constante de Planck, que vem da imposi¢ao da relacdo J = nh. Este caso deve ser entendido
como “classico” no sentido que as equagoes da dindmica classica sdo usadas.
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Quéantica:
vin,n—a)+v(n—an—a—pB)=v(n,n—a-—_), (8)
ouv(n—pg,n—a—pB)+v(n,n—pB)=v(n,n—a-—7). (9)

Para a descricao da radiacao, sdo necessarias, além das frequéncias, as amplitudes; essas podem ser
tratadas como vetores complexos (cada um determinado por seis componentes independentes), e des-
crevem tanto a polarizagdo quanto a fase. As amplitudes também sao fungoes das duas varidveis n e
«, de forma tal que a parte correspondente da radiacdo é dada pelas seguintes expressoes:

Quéantica:

Re {Ql(n, n— a)eiw(”’"_o‘)t} : (10)
Cléssica:

Re {a(m)etror} (11)

A primeira vista, a fase (contida em 2) parece desprovida de significado fisico na teoria quantica, visto
que, nesta teoria, as frequéncias geralmente nao sao comensuraveis com seus harmoénicos. No entanto,
veremos em breve que também na teoria quéntica a fase tem um significado definido, analogo ao seu
significado na teoria classica.d Se agora considerarmos uma dada grandeza 2(t) na teoria classica, esta
pode ser considerada como representada por um conjunto de grandezas da forma,

Q[a(n)eiw(n)-at 7 (12)

que, dependendo se o movimento é periédico ou nao, combinadas em uma soma ou integral, representam
x(t):°

z(n,t) = Z Ao (n)e™ Mot (13)
ou:
z(n,t) = / Ao (n)e ™t de | (14)

Uma combinagao semelhante das correspondentes quantidades quanticas parece nao ser possivel sem
arbitrariedade, por causa da mesma importancia das variaveis n e n — «, e, portanto, nao faz sentido;
no entanto, pode-se facilmente considerar o conjunto de quantidades,

A(n,n — a)e =)t (15)

representando a quantidade z(t) e, entdo, tentar responder & pergunta acima: como a quantidade x(t)?
deve ser representada? A resposta na teoria classica é, obviamente:

%Beiw(n)ﬁt _ Z Q(amﬁiaeiw(n)(a—i-ﬁ—a)t ’ (16)

a=—00

dNdT: na expressao classica aparece o sistema ortonormal completo de Fourier ezw(n)'at, e, de fato, Heisenberg desen-

volve a posi¢gdo em série de Fourier, ou integral de Fourier. Da féormula de Larmor entdo pode-se ver que os coeficientes
da expansdo, as fases, representam a fracao de poténcia irradiada numa dada frequéncia, miltiplo do harménico fun-
damental w(n). No caso quantico uma situagdo analoga nao parece ser possivel pois nao existem, em geral, n, a, m,
B tais que w(n,n — a) = mw(n,n — §). Em outras palavras, ndo conseguimos construir de forma imediata um sistema
ortonormal completo a partir de w(n,n — «).

®NdT: essencialmente, expansdes em série ou integral de Fourier, com base no harménico fundamental w(n), calculado
da teoria de Bohr, como mencionado da nota de rodapé anterior.
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ou:
%ﬁeiw(n)ﬂt _ / mamﬁiaeiw(n)(a+ﬁfa)tda ’ (17)
para que entao:
z(t)? = Y By(n)e WP (18)
B=—00
ou:
z(t)? = / B 5(n)e“™BLds . (19)

Na teoria quéntica, parece ser a hipotese mais simples e natural substituir as relagdes (16) e (17) pelas
seguintes:’

B(n,n — B)ewmn=Ht — Z A(n,n — a)An — a,n — B)e“mn=rt (20)
ou:
B(n,n — B)ewmn=hHt — / A(n,n — a)A(n — a,n — B)emn=Ntgq (21)

e, de fato, esse tipo de combinagdo é uma consequéncia quase forgada pelas regras de combinagao de
frequéncia. Ao fazer as suposigoes (20) e (21), reconhece-se que as fases do 2 da teoria quantica tém
tanto significado fisico quanto seus analogos classicos. Somente a origem da coordenada temporal é
arbitréria e, portanto, existe um fator de fase comum a todos os 2l que é desprovido de significado fisico;
porém as fases dos 2 individuais entram de maneira essencial na quantidade 8.2 Uma interpretacio
geométrica de tais relacoes de fase da teoria quéntica em analogia com as da teoria classica parece
atualmente quase impossivel.

Se procurarmos ainda uma representacio para a quantidade z(t)3

, encontramos sem dificuldade:

Classica:

)= 3 D AUy 0 s(n), (22)

a=—00 f=—00

Quéantica:

C(n,n—7) = Z Z An,n —a)A(n —a,n—a—)An—a—LG,n—"7), (23)

a=—00 ﬁ:—oo

ou as correspondentes expressoes integrais.

De maneira semelhante, todas as grandezas da forma x(¢)" podem ser representadas na teoria quan-
tica, e se uma qualquer fungao f[z(t)] for dada, sempre se pode encontrar a expressao quantica corres-
pondente, desde que a fungado possa ser expandida como uma série de poténcias em x. Uma dificuldade
significativa surge, no entanto, se considerarmos duas grandezas z(t), y(t), e perguntarmos sobre o
produto z(t)y(t). Seja z(t) caracterizado por 2 e y(t) por B, obtemos as seguintes representagdes para

z(t)y(t):

f . oo . o . ~ A g
NAT: > An,n — a)A(n — o,n — ) pode ser visto como um produto matricial. Ento, no caso quantico,
estamos associando a posi¢do uma matriz.
3Veja-se também H. A. Kramers e W. Heisenberg, loc. cit. As fases entram essencialmente nas expressoes ali utilizadas
para o momento de espalhamento induzido.
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Classica:

€an) = ai@ o) B aln). 29
Quéantica:

Cn,n— B) = i A(n,n — a)B(n — a,n — B). (25)

a=—00

Enquanto na teoria classica x(t)y(t) é sempre igual a y(t)z(t), este ndo é necessariamente o caso na
teoria quantica. Em casos especiais, por exemplo na expressao z(t) - 2(t)?, esta dificuldade nao surge.®
Quando, como na questao colocada no inicio desta secao, trata-se de produtos da forma

v(t)o(t) (26)

entao na teoria quantica este produto deve ser substituido por “”‘5””, para obter que vv seja a derivada
2 L - .
de %-. De forma semelhante, parece sempre possivel encontrar expressoes naturais para os valores

médios quanticos, embora possam ser ainda mais hipotéticas do que as formulas (20) e (21).

Além da dificuldade mencionada, formulas do tipo (20) e (21) poderiam, de forma bastante ge-
ral, ser suficientes para expressar a interagdo dos elétrons em um dtomo em termos das amplitudes
caracteristicas dos elétrons.

§ 2. Apo0s essas consideracoes, que se referiam a cinemética da teoria quantica, voltamos nossa atencao
para o problema dindmico que visa a determinacao de 21, v, W a partir das forcas dadas do sistema.
Na teoria apresentada até aqui, esse problema sera resolvido em duas etapas:

1. Integragao da equacao de movimento:

i+ f(z)=0. (27)
2. Determinagao, no caso de movimento periédico, da constante:

fpdq = %ma’vdw = J(=nh). (28)

Se buscarmos construir um formalismo da mecanica quantica correspondente o mais préoximo possivel
ao da mecanica classica, é muito natural adotar a equagdo de movimento (27) diretamente na teoria
quéntica. Neste ponto, no entanto, é necessirio - para nao se afastar da base sélida fornecida por
aquelas quantidades que s@o, em principio, observéaveis - substituir as grandezas & e f(z) por seus
representantes da teoria quantica, conforme apresentado em §1. Na teoria classica, é possivel obter a
solu¢ao de (27) primeiramente expressando x como uma série de Fourier ou integral de Fourier com
coeficientes (e frequéncias) indeterminados; por outro lado, em geral, obtemos entdo um conjunto
infinito de equagoes contendo infinitas incognitas, ou equagoes integrais, que podem ser reduzidas a
relagoes recursivas simples para 2l apenas em casos especiais. Na teoria quantica, somos atualmente
forgados a adotar este método de resolu¢ao da equagao (27), uma vez que, como ja foi dito, ndo é
possivel definir uma fungao teoérica quantica diretamente analoga a funcao x(n,t).

&NdT: a ndo-comutatividade esta na base do Principio da Incerteza de Heisenberg, embora os operadores de posicéo,
de fato, comutem.
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Consequentemente, a solugao teorica quantica de (27) s6 é possivel nos casos mais simples. Antes
de considerarmos estes exemplos simples, vamos apresentar uma reinterpretacao quéntica da deter-
minagao, a partir de (28), da constante do movimento peridédico. Assumimos que (classicamente) o
movimento seja periédico:

T = Z o (n)ewnt (29)
a=—00
entao:
o .
mi=m Z ae(n)iowpe"™nt (30)
a=—00
e:

j{mfcdm = ?{mjzzdt = 2mm i aa(n)a_q(n)o’w, . (31)

a=—00

Como, além disso, a_y(n) = aq(n) (pois x é real), segue entao:

f midt =2rm Y |aa(n)*a’w, . (32)

a=—00

Até agora, esta integral de fase tem sido definida igual a um miltiplo inteiro de h, ou seja, igual a
nh; uma tal condigao se encaixa somente muito forgosamente no calculo dindmico, e parece arbitraria,
segundo o ponto de vista adotado até agora, com respeito ao principio da correspondéncia; de fato,
segundo esse principio, os J sao determinados como multiplos de h, a menos de uma constante aditiva
e, em lugar da (32), seria mais natural escrever:

d d .o
%(nh) = %mx dt, (33)
o que significa:
h =2mm io: ai(awn aal?). (34)
S dn

Tal condicao, por outro lado, determina entao os a, também a menos de uma constante, e na pratica
essa indeterminacao tem dado origem a dificuldades devido & ocorréncia de niimeros quénticos semi-
inteiros.
Se procurarmos uma relagdo na teoria quantica que corresponda a (32) e (34) e contendo apenas
grandezas observaveis, a nao ambiguidade que havia sido perdida é automaticamente restaurada.
Temos que admitir que apenas a equagao (34) possui uma reformulagao simples na teoria quantica
que esta relacionada & teoria da dispersao de Kramers:*

o
h = 4mm Z{|a(n, n+a)fw(n,n+ a) —|a(n,n — a)Pw(n,n — a)}; (35)
a=0
certamente essa relagao é suficiente para determinar a de forma nao ambigua, uma vez que a constante

indeterminada contida nas grandezas a é automaticamente fixada pela condi¢do de que exista um
estado fundamental, do qual nenhuma radiagao seja emitida.

4Esta relacdo ja foi derivada a partir de consideraces de dispersao por W. Kuhn, Zs. Phys. 33 (1925) 408, e W.
Thomas, Naturwiss. 13 (1925) 627.
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Seja este estado fundamental denotado por ng; entdo deve ser para todos os a:
a(ng,np —a) =0 (para o > 0) . (36)

A questao sobre uma quantizagdo com niimeros semi-inteiros ou inteiros nao surge em uma mecénica
quéntica baseada apenas em relagoes entre grandezas observaveis.

As equagoes (27) e (35), se solucionaveis, contém uma determinagao completa nao apenas de frequén-
cias e valores de energia, mas também de probabilidades de transicao da teoria quéntica. Porém, a
verdadeira solugao matemética pode ser obtida apenas nos casos mais simples. Em muitos sistemas,
por exemplo, o &tomo de hidrogénio, uma complicagao extraordinaria surge porque as solugoes corres-
pondem a um movimento que é parcialmente periddico e parcialmente aperiédico. Como consequéncia
dessa propriedade, as séries da teoria quantica (20), (21) e a equagao (35) se decompoem em uma soma
e uma integral. Do ponto de vista da mecéinica quéntica, tal decomposicao em movimento periédico e
aperioédico nao pode ser realizada em geral.

No entanto, poderia-se considerar as equagoes (27) e (35) como uma solugao satisfatoria, pelo menos
em principio, do problema dinamico se fosse possivel demonstrar que essa solu¢do concorda com (ou,
pelo menos, nao contradiz) as relagdes da mecénica quantica que conhecemos atualmente. Deve-se,
por exemplo, estabelecer que a introducao de uma pequena perturbacao em um problema dinédmico
leva a termos adicionais na energia, ou frequéncia, do tipo encontrado por Kramers e Born, mas nao do
tipo dado pela teoria classica. Além disso, deve-se também investigar se a equagao (27), na forma da
teoria quantica atual, daria, em geral, origem a uma integral de energia m% + U(x) = constante, e se
a energia assim derivada satisfaz a condicao AW = hv, em analogia com a condigdo classica v = %_
Uma resposta geral a essas questoes elucidaria as conexdes intrinsecas entre investigagoes anteriores da
mecanica quantica e abriria caminho para uma mecénica quantica consistente, baseada exclusivamente
em grandezas observaveis. Além de uma conexdo geral entre a formula de dispersao de Kramers e
as equagoes (27) e (35), podemos responder as questoes acima apenas em casos muito especiais que
podem ser resolvidos por meio de simples relagoes de recorréncia.

Essa conexao geral entre a teoria da dispersao de Kramers e nossas equagoes (27) e (35) consiste no
fato de que a partir da equagao (27) (mais precisamente, do anilogo da teoria quantica), segue, assim
como na teoria cléssica, que o elétron oscilante se comporta como um elétron livre quando exposto
a luz de frequéncia muito mais alta do que qualquer frequéncia prépria do sistema. Este resultado
também decorre da teoria da dispersao de Kramers se, adicionalmente, levarmos em conta a equacgao
(35). De fato, Kramers encontra, para o momento induzido por uma onda da forma E cos 27vt:

2 = [la(n,n+a)Prin,n+a) |a(n,n—a)>v(n,n — )
M = e?E cos 2t - — ’ ’ — ! ’ 37
¢ meosany hazjo{ v2(n,n+a) —v? vi(n,n —a) — v? ’ (37)
e entdo, para v > v(n,n + «a):
2¢2E cos 2mut
M = _%(?shm O;O {\a(n,n + oz)|2u(n,n + a) — |a(n,n — a)|21/(n,n — a)} , (38)

que, por causa da (35), se torna:

262 F cos 2nut
M=——— 39
v241m2m (39)

§ 3. Como exemplo muito simples seré tratado em seguida o oscilador anarmonico:

Ftwir+ =0, (40)
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Classicamente, essa equacao pode ser satisfeita por meio de uma solugao do tipo:
T = \ag + a1 coswt + Aag cos 2wt + A2as cos 3wt + - - - + N La, cos Twt, (41)

onde os a sao uma série de poténcias em A que comecga com um termo independente de A. Do ponto
de vista quéntico, tentamos com uma solucao similar e representamos = com termos da forma:

Aa(n,n); a(n,n —1)cosw(n,n — 1)t; Aa(n,n —2)cosw(n,n — 2)t;

...a(n,n—T1)cosw(n,n—T1)t... (42)

As formulas de recursao para a determinagao dos a e w sdo (a parte termos de ordem \) segundo as
(16) e (17), ou (20) e (21):

Classica:
2
wdao(n) + alén) = 0,
—w? 4+ w% = 0,
2. 2 ai (43)
(—4w® + wi)az(n) + 5 = 0,
(—9w? + wd)az(n) + ajas = 0,
7
Quantica:
w%ao(n) i a2(n+1,n)1-a2(n,n—1) - 0,
—w?(n,n —1) +wd = 0,
_ A 44
(—w?(n,n — 2) + wl)a(n,n — 2) 4 aln—taln—ln_2) = 0, (44)
(_w2(n’ n— 3) + wg)a(n’ n— 3) + a(n,n—l)aQ(n—l,n—3) + a(n,n—?)a2(n—2,n—3) - 0,
Além destas, vem a condigao de quantizagao:
Classica (J = nh):
d = LlaPw
1=2mm— —_. 45
Wy Z ™ (45)
T=—00
Quéntica:
o0
h=mm Z [la(n + T, n)|2w(n +7,n) — |a(n,n — 7)|*w(n,n — ] . (46)
0
Isso resulta, em primeira aproximagao, em ambas as teorias, classica e quantica:
tante)h
a?(n) ou a*(n,n — 1) = (n + constante) . (47)

TMwo
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Na teoria quantica a constante in (47) é determinada da condi¢ao de que a(ng,ny — 1) seja zero no
estado fundamental. Numerando os n de forma tal que n seja justamente zero no estado fundamental,
entao ng = 0, segue que:

nh

Tmwo

a’(n,n—1) = (48)
Das formulas de recursao (43) segue entao que na teoria classica (em primeira ordem em \) a, se torna
da forma %(T)?’LT/ 2 onde s(7) representa um fator independente de n. Na teoria quantica, das relacdes
(44) obtém-se:

n!

e .

a(n,n — 1) = (1)

onde (1) representa o mesmo fator de proporcionalidade, independente de n. Para grandes valores
de n, o valor quantico de a, tende naturalmente ao cléssico.
Para a energia, parece natural tentar usar a solugao classica:

mi? m mA 3 _

que na aproximagao usada até aqui é constante também no caso quantico e, de acordo com (44), (47)
e (49) possui o valor:

Classicas:
nhwg
= . 1
w . (51)

Quantica [segundo (20) e (21)]:

(n+ 3)hwo

2 ’

W= (52)

(a menos de grandezas de ordem \2.)

Entao, segundo essa interpretacao, ji no caso do oscilador harmoénico a energia nao é representavel
por meio da mecénica classica, ou seja, pela (51), mas possui a forma (52).

Os calculos mais precisos, também nas ordens mais altas em W, a, w, serdo feitos no caso mais
simples do oscilador anarmonico do tipo:

Ftwic+ =0, (53)
Classicamente, pode-se colocar aqui:
x = ay cos wt + Aag cos 3wt + Nas cos 5wt + . . . (54)
e, analogamente, tentamos, na teoria quantica, a forma:
a(n,n —1)cosw(n,n —1)t; Aa(n,n—3)cosw(n,n—3)t; ... (55)

As quantidades a sdo novamente séries de poténcias em A, cujo primeiro termo, como na (49), possui
a forma:

a(n,n — 1) = (1) (56)
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que se obtém da solucao das equagoes correspondentes as (43) e (44).
Efetuando o célculo de w e a segundo as (43) e (44) até a ordem A2 e A, obtém-se:

3nh 5 3h?

-1)= Ao =X (AT T) + ... 57
wln,n —1) = wo + 8rwim 256w8m2772( )+ (57)
h h

a(nn—1) =/ — (1- A# . (58)

TwWom 16mwgm + . ..

1 h3 39(n —1)h
-3)=—4/ ———= —n=-2)(1-A——] . 59
a(n,n —3) 32 \/w3wgm3n(n J(n—2) < 32mwim > (59)

A energia, que é definida como a parte constante de:
@2 22 mA

(que as partes periodicas sejam realmente todas nulas, em geral eu nao consegui provar, mas esse ¢ o
caso para os membros calculados aqui), se torna:

W (n + 1/2)hwo i 3(n?+n+1/2)h?
o 27 8. 47r2w8 -m
h3 51 59 21
0

Pode-se calcular essa energia por meio da abordagem de Kramers-Born, em que se considera o termo
mAz?/4 como perturbacio do oscilador harménico. Se obtém assim realmente o mesmo resultado (61),
0 que me parece ser um notéavel suporte para as equacoes da teoria quantica aqui estabelecidas. Além
disso, a energia calculada segundo a (61) satisfaz a formula (veja-se a (57)):

A=) W) - Wn - 1) (62)

27 h ’

que pode ser considerada uma condicao necessaria para a possibilidade de uma determinagao das
probabilidades de transi¢ao de acordo com as equagoes (27) e (35).

Concluindo, consideramos o caso de um rotor e chamamos a atencao para a relacao das equacgoes
(20), (21) com as férmulas de intensidade para o efeito Zeeman® e para multipletos.’

Considere o rotor representado por um elétron que orbita um ntcleo com distancia constante a.
Tanto classicamente quanto quanticamente, as equagoes de movimento simplesmente afirmam que o
elétron descreve uma rotacao plana e uniforme a uma disténcia a e com velocidade angular w em torno
do nucleo. A condigao de quantizacao (35) produz, de acordo com (28):

d
h = %(QWmaQw) , (63)
e, segundo (35):
h = 2rm{a’w(n + 1,n) — a*w(n,n — 1)}, (64)
da qual, em ambos os casos, segue que:
h - tant
w(nin—1) = (n+ constante) . (65)

2mrma?

5S. Goudsmit e R. de L. Kronig, Naturwiss. 13 (1925) 90; H. Hénl, Zs. f. Phys. 31 (1925) 340.
R. de L. Kronig, Zs. f. Phys. 31 (1925) 885; A. Sommerfeld e H. Honl, Sitzungsber. d. Preuss. Akad. d. Wiss.
(1925) 141; H. N. Russell, Nature 115 (1925) 835.
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A condigao de que, no estado fundamental (ng = 0) a radiagao deve desaparecer leva a formula:

hn
A energia se torna:
w="02, (67)
2
ou, segundo (20) e (21):
W= "¢ win,n—1) +wn +1,n) = h* nQ—Fn—F1 (68)
2 2  8m2ma? 2)"
que, novamente, satisfaz a condigao:
27
w(n,n—1)= W[W(n) —W(n-1)]. (69)

Como suporte a validade das formulas (66) e (68), que diferem daquelas da teoria usual, pode-se
" muitos espectros de banda (incluindo espectros para os quais
a existéncia de um momento de elétron é improvéavel) parecem exigir formulas do tipo (66) e (68) (que,
a fim de evitar a ruptura com a teoria classica da mecénica, até entao se tentava explicar por meio de
nimeros quanticos meio-inteiros).

Para chegar a féormula de Goudsmit-Kronig-H6nl para o rotador, temos que deixar o campo de
problemas com um grau de liberdade e temos que supor que o rotador, em uma qualquer dire¢do no
espago, execute uma precessdo muito lenta o em torno do eixo z de um campo externo. Seja o ntmero
quantico correspondente a essa precessao m. O movimento é entdo representado pelas grandezas:

mencionar que, de acordo com Kratzer,

z:a(n,n —1;m,m)cosw(n,n —1)t; (70)
x4 iy : b(n,n — 1;m,m — 1)elwmn=1+olt, (71)
b(n,n — 1;m — 1, m)ellmwn=1+elt (72)

As equagoes do movimento sdo simplesmente:
2?4+t 4 22 =ad?, (73)

que, segundo a (20), d4 as equagoes:

1(1
{a2(n,n—1;m,m)+62(n,n—1;m,m—1)+b2(n,n—1;m,m+1)

212
1
+§a2(n+1,n;m,m) + b (n+1,m;m — 1,m)+b2(n+1,n;m+1,m)} = a2, (74)
1
§a(n,n— Lym,m)a(n —1,n—2;m,m)
=b(n,n—1;mm+1)b(n—1,n—2;m+1,m)
+b(n,n—1;m,m—1)bn—1,n—2;m—1,m). (75)

"Veja-se, por exemplo, B. A. Kratzer, Sitzungsber. d. Bayr. Akad. (1922) p. 107
8A equagdo (74) ¢é essencialmente idéntica as regras de soma de Ornstein-Burger.
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Além disso, segundo a (35), vem a condi¢ao de quantizagao:
2rm{b*(n,n — 1;m,m — Dw(n,n — 1)
—b*(n,n — 1;m — 1,m)w(n,n — 1)} = (m + constante)h . (76)
As relagoOes classicas que correspondem a essas sao:
a3+ b + 6%, = a4
195 = biboy; (77)
2rm(b%, — b%,)w = (m + constante)h,

e sao suficientes (a parte a constante aditiva a m) para a determinagao tnica de ag, by e b_1.
A mais simples solugao que se apresenta para as (74), (75) e (76) é:

b(n,n—1;m,m—1) = a\/(n +47(Z:11)/(;): m) ; (78)

b(n,n—1;m—1,m) = a\/(n _47(7;)211_/2”;”—’_ 2 ; (79)

a(n,n—1;m,m) = a\/(n +4Z—:_11)/(2n); m) ) (80)

Essas expressoes concordam com as formulas de Goudsmit, Kronig e Honl; no entanto, nao é facilmente
visivel que essas expressoes representam a tnica solucao das equagoes (74), (75), (76), embora isso me
parega provavel considerando as condigoes de contorno (desaparecimento de a e b na fronteira, veja-se
os artigos de Kronig, Sommerfeld e Honl, Russell citados acima).

Consideragoes similares as acima, aplicadas as féormulas de intensidade dos multipletos, levam ao
resultado de que essas regras de intensidade estdo em concordancia com as equagoes (20) e (35).
Esse resultado pode ser novamente considerado como fornecendo suporte para a validade da equacao
cinemaética (20).

Se um método para determinar dados da teoria quintica usando relagoes entre grandezas obser-
vaveis, como o proposto aqui, poderia ser considerado satisfatério em principio, ou se esse método,
afinal, representa uma abordagem muito grosseira para o problema fisico de construir uma mecénica
quéntica tedrica, um problema obviamente muito complexo no momento, s6 pode ser decidido por
uma investigagao mateméatica mais intensiva do método que foi muito superficialmente empregado aqui.

Gotinga, Instituto de Fisica Teoérica.
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