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Resumo

A compreensao do universo primordial é fundamental para conectar fisica de altas energias, cosmologia observa-
cional e formagao das estruturas cosmicas. Neste trabalho, discuto o formalismo estocastico aplicado & inflagao
e a cenarios alternativos de colapso, destacando sua capacidade de acessar efeitos nao-lineares na distribuicao
primordial de densidade. Apresento aplicagoes na producao de buracos negros primordiais (PBHs), incluindo o
cenério do curvaton fortemente nao-gaussiano, e discuto a estabilidade quantica de modelos colapsantes. Aponto
ainda limitagoes conceituais do formalismo e perspectivas de investigagao neste topicos.

Abstract

Understanding the primordial universe is fundamental to connecting high-energy physics, observational cos-
mology, and the formation of cosmic structures. This article discusses the stochastic formalism applied to
inflation and alternative collapse scenarios, highlighting its ability to access non-linear effects in the primordial
density distribution. Applications to primordial black holes (PBHs), including strongly non-Gaussian curva-
ton scenarios, and to stochastic collapse models are presented, together with conceptual limitations and open
questions.
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e no espectro de ondas gravitacionais (por exem-
plo LIGO [5], Virgo [6], KAGRA [7], LISA [8])
estdo progressivamente mapeando diferentes ja-
nelas da histéria térmica e dindmica do Universo.
Cada uma dessas sondas acessa, de forma indi-

1 Introducao: por que o Universo
Primordial importa?

O Universo primordial é o regime dinidmico
onde a fisica gravitacional, a teoria quéntica de

campos e a cosmologia observacional se encon-
tram de maneira inevitavel. As escalas de energia
envolvidas, possivelmente proximas & escala de
grande unificacdo ou mesmo a escala de Planck,
estao muito além do alcance de aceleradores ter-
restres. Ainda assim, processos ocorridos nesse
regime deixaram impressoes mensuraveis na radi-
agao cosmica de fundo (Cosmic Microwave Back-
ground,CMB), na estatistica da distribui¢ao de
galaxias e, possivelmente, no fundo estocastico
de ondas gravitacionais.

Essa conexao entre microfisica e observacao
cosmolodgica estrutura aquilo que poderiamos
chamar de agenda cosmolbgica contemporanea:
experimentos no espectro eletromagnético (por

exemplo Planck [1], JWST [2], LSST [3], SKA [4])

reta, propriedades do campo primordial respon-
savel pelas flutuagoes iniciais.

Do ponto de vista da fisica de particulas, o Uni-
verso primordial fornece um teste indireto para
diversos cenérios [9-12]:

e a hierarquia de massas de neutrinos e sua

contribuicao a evolucao da estrutura;

e a existéncia de campos escalares leves (como
curvatons ou moduladores);

e candidatos a matéria escura produzidos nao
termicamente;

e extensoes do Modelo Padrao motivadas por
teorias de grande unificagdo ou teoria de cor-
das.
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Do ponto de vista cosmolégico, toda a estru-
tura em larga escala — halos, galéxias, filamen-
tos — emerge da amplificacdo gravitacional de
pequenas flutuacoes primordiais de densidade. A
variavel relevante é a perturbacao de curvatura
¢, cuja estatistica codifica a fisica do regime pri-
mordial. Em primeira aproximacao, observacgoes
da CMB indicam um espectro quase invariante
de escala e aproximadamente Gaussiano [13|. No
entanto, essa caracterizacao é essencialmente per-
turbativa e baseada em correlagoes de dois pon-
tos.

Aqui surge uma questao que motiva este traba-
lho: A teoria padrao de perturbagoes é adequada
para descrever flutuagoes tipicas, mas pode falhar
quando efeitos raros, como grandes sobredensi-
dades, dominam a fenomenologia. Esses efeitos
raros sao precisamente os que podem levar & for-
magao de buracos negros primordiais (PBHs) ou
modificar significativamente a dindmica de mode-
los alternativos a inflagao.

Entao se faz necessario compreender a distribu-
icdo completa de probabilidade do campo primor-
dial. Essa exigéncia desloca o problema do do-
minio estritamente perturbativo para um regime
intrinsecamente nao-linear. E nesse contexto que
o formalismo estocastico se torna relevante [14].
Ele nao substitui a teoria padrao de perturba-
¢Oes, mas a estende para regimes onde a difusao
quéntica compete com o drift classico, permitindo
acessar as caudas da distribuigdo primordial. Se
quisermos compreender:

e a producao eficiente (ou supressao) de PBHs

151,

e a estabilidade de fases colapsantes [16] e/ou
modelos de ricochete,

e ou a sensibilidade das previsées ao potencial
completo V' (¢),

precisamos de uma ferramenta que trate flutua-
¢oes quanticas e dindmica de fundo de maneira
acoplada e probabilistica. Neste contexto, o Uni-
verso primordial é um regime especial onde essas
questoes deixam tragos observéveis e porque ele
nos forga a confrontar, simultaneamente, gravita-
¢ao, teoria quéntica e estatistica fora do equili-
brio.

2 Inflagao de slow-roll e espago de fase

A inflagdo cosmica descreve um regime de ex-
pansao acelerada impulsionado por um campo es-
calar homogéneo ¢(t) minimamente acoplado &
gravidade [17-20]. A densidade de energia e a
pressao associadas ao inflaton sao

1 .9 1 .9

p=Vip)+5¢°, P=-Vip)+5¢7, (1)
de modo que a condigao para aceleragao cosmica,
a > 0, equivale a

p+3P <0 = P*<V(ip). (2

A din&mica do sistema é governada pela
equacao de Friedmann e pela equacao de
Klein—Gordon,

v 52
3M5,
C+3Ho+V,=0. (4)

Inserindo a equagao de Klein—Gordon na deri-
vada temporal da equagao de Friedmann, obtém-
se

22
: ¥
H=- 5
2M3, (5)
de onde segue
H 52 /2
a=_H __3¢2 (6)

H? - V(p)+@?/2

A inflacao ocorre quando €1 < 1, enquanto o re-
gime de slow-roll corresponde a |e,| < 1 para os
primeiros membros da hierarquia de parametros

de fluxo de Hubble,

dln e
€ = —-——
il AN

iniciada em

N =lna, (7)

Hi,
= ) 8
€0 H ( )

A condig@o €; < 1 implica que a energia ciné-
tica é subdominante,

2F < V() ©)

e, no mesmo regime, a equagao de Klein-Gordon
reduz-se a
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de modo que

H? ~ Vip)

~ H ~ constante .
2 b
3Mp,

(11)

P’:—p,

Comentério sobre o espaco de fase

As equagoes (3) e (4) definem um sistema di-
namico bidimensional no espago de fase (¢, ®).
A equacao de Klein—Gordon é de segunda ordem,
e portanto admite duas solugoes independentes.
No regime de slow-roll, uma dessas solucoes sa-
tisfaz, em ordem dominante,

—— 12

PSR

enquanto a segunda corresponde & componente
transiente associada ao termo de aceleracao.

Quando a energia cinética inicialmente domina,
|@in| > |V,|/(3H), a equagdo de movimento for-
nece

|l oc e, (13)

isto é, essa componente transiente decai como
a=3. Em poucos e-folds, a trajetéria converge
para a solucao slow-roll.

Em termos geométricos, a solugao slow-roll de-
fine uma direc@o atratora no plano (¢, ¢) ja que a
dindmica rapidamente perde memoéria detalhada
da velocidade inicial e passa a evoluir essencial-
mente ao longo de uma tunica trajetéria deter-
minada pelo potencial. Essa propriedade atra-
tora é central para a robustez fenomenologica da
inflacdo de campo tunico: a duracdo da fase in-
flacionaria e as propriedades do espectro primor-
dial tornam-se essencialmente determinadas pela
forma local do potencial, e nao pelas condicoes
iniciais microscopicas no espago de fase |21].

2.1 Flutuacgoes quénticas e a origem das
estruturas

No cenério inflaciondrio padrdo, a expansao
acelerada nao resolve apenas problemas do mo-
delo do Big Bang quente, como o problema do
horizonte e da planura, mas também fornece o
mecanismo fisico para a geracao das perturbacoes
primordiais. Flutuagoes quénticas do campo es-
calar, inicialmente sub Hubble, sao esticadas para
escalas cosmolégicas e tornam-se as sementes das

anisotropias da radiagdo césmica de fundo e da
estrutura em larga escala.

Para um campo escalar em um fundo aproxi-
madamente de Sitter, os modos de Fourier das
flutuagdes obedecem, em primeira aproximacao,
a equagao [22-24]

k2
3@ + 3HOG), + —500, =0 . (14)
a

Em escalas sub-Hubble (k/a > H), o termo de
gradiente domina e os modos comportam-se como
oscilagoes de vacuo quase livres,

e—ikn
dpp, ~ ,
k= ok

onde n é o tempo conforme. A medida que a
expansao estica os comprimentos de onda fisicos
e a condicao k/a ~ H ¢ satisfeita (cruzamento
do horizonte), o termo de atrito gravitacional
torna-se dominante. Em escalas super-Hubble
(k/a < H), as oscilagdes sao amortecidas e o
modo entra em um estado altamente comprimido
(“squeezed”), aproximando-se de uma configura-
cao classica efetiva. A varidncia das flutuacoes
no momento do cruzamento do horizonte é da or-
dem

(15)

(60 kmar ~ (;)2 : (16)

resultado originalmente obtido para campos li-
vres em de Sitter e que se estende a campos fra-
camente acoplados no regime de slow-roll [25,26].

As flutuagoes do campo induzem perturbacoes
métricas. Em particular, a curvatura comével ¢
pode ser interpretada como uma flutuagao local
no numero de e-folds [27-29],

C:(SN:Z(SQO. (17)

Como d¢ ~ H/2m por e-fold, enquanto a variagao
classica do campo no mesmo intervalo é
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Em escalas super-Hubble, { permanece apro-
ximadamente constante, o que permite conectar
diretamente as flutuagdes geradas durante a in-
flacao as anisotropias observadas na radiagao cos-
mica de fundo. O espectro quase invariante me-
dido pelo satélite Planck é compativel com esse
mecanismo.

2.2 Regime classico versus regime
quantico

Durante a maior parte da evolucao inflacioné-
ria, a dindmica do fundo é bem descrita pela so-
lucao cléssica de slow-roll, e o ntimero total de
e-folds é dado por

N:/Hdt:/;fdgp. (20)

No entanto, a propria existéncia de flutuagoes
quénticas implica que o campo executa, a cada
intervalo de ordem H ', um deslocamento esto-
castico de amplitude dpquan ~ H/2m. Quando
essa contribuicao quantica se torna comparavel a
variagao classica,

&Pquan ~ &Pcl = % ) (21)
esse regime marca a transicao para uma dindmica
efetivamente estocastica, na qual a evolugao do
campo deve ser tratada como um processo de di-
fuséo no espago de fase.

Embora o cenério padrao de inflacao de campo
Unico em slow-roll esteja em acordo com as ob-
servacgoes, ele nao constitui uma teoria fundamen-
tal completa. Além disso, a descricdo puramente
classica nao captura adequadamente efeitos ra-
ros, regimes de flutuacGes grandes ou possiveis
desvios nao-gaussianos significativos. Essas limi-
tagoes motivam a formulagdo estocéstica da in-
flagdo (e modelos alternativos), que permite in-
vestigar sistematicamente o impacto da difusao
quéntica sobre a dindmica do fundo.

3 O Formalismo Estocastico

Na abordagem perturbativa padrao, decompo-
mos o campo escalar como

© = o+ 0p, (22)

onde g é o fundo homogéneo e dp descreve flu-
tuagoes quénticas lineares. Essa descricao é ade-
quada enquanto as perturbagdes permanecem pe-
quenas e aproximadamente gaussianas. Contudo,
em um regime inflacionario prolongado, o acui-
mulo de modos de longo comprimento de onda
pode tornar-se relevante, exigindo uma formula-
¢ao além da teoria perturbativa linear.

O formalismo estocastico, introduzido por [30]
e desenvolvido sistematicamente em [31], fornece
essa extensao. A ideia central é separar dinamica-
mente o campo em dois setores por meio de uma
escala de coarse-graining

ke(N)=0aH , oSl (23)

Para fixar a notagao, escrevemos a decomposicao
em modos de Fourier como

3 .
o(x, N) = / gﬁ’; (V) % oy = i
(24)

onde a segunda relagdo garante a realidade do
campo. A separacao infravermelho/ultravioleta é
entao implementada por uma janela no espago de
momentos,

3 .
Plong (X, N) = / (;lﬂl;g O(ky — k) pi(N) &> |
(25)

3 .
Oshort (X, N) = / (;ZW];:?) Ok — k,) o (N) x> |

(26)

de modo que ¢ = Yiong + Pshort-

Os modos sub-Hubble (k > k,) sdo tratados
como flutuacées quénticas em estado de vacuo.
A medida que o Universo se expande, esses mo-
dos cruzam k, e entram no setor de longos com-
primentos de onda. No regime super-Hubble, as
varidveis canonicas tornam-se altamente correla-
cionadas e o modo fica efetivamente classico, de
modo que a transferéncia continua de modos do
setor curto para o longo atua como uma fonte de
ruido para o campo coarse-grained. A evolugao de
©long Pode ser descrita como um processo classico
sujeito a “chutes” quanticos.

Em termos do nimero de e-folds N, a dina-
mica completa no espago de fases é governada por
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equagoes de Langevin (ver por exemplo [14,21])

dg

N =Ty +é¢(N) , (27)
d Vo | 2
T (- L), (29

onde é¢ e éw sao ruidos estocasticos associados &
passagem dos modos através da escala k,. Suas
correlacoes sao fixadas pelas funcbes de modo
avaliadas no horizonte mével,

(017 (N1)€g(N2)|0)

1 &Pk, .
= @ d7N N fk:a(N1)ng(N2)5(N1 _ N2) .
(29)

No limite de slow-roll, essa dindmica reduz-se
a uma unica equacao efetiva para o campo,

de Ve H

— = —&(N 30
av = T3 T ar W) (30)

onde o primeiro termo representa o drift cléssico

e o segundo a difusao quantica, com

(E(N)E(NT)) =6(N = N') (31)

essa propriedade decorre da hipotese de ruido
branco gaussiano em N.

A eq.(30) é equagao de Langevin: ela descreve
a evolugao de uma realizagao individual ¢(N) do
processo estocastico. Entretanto, muitas ques-
toes fisicas relevantes — como a existéncia de
um estado de equilibrio, a forma da distribuicao
de probabilidades ou os tempos de relaxacao —
dizem respeito nao a uma trajetoria especifica,
mas ao conjunto estatistico de todas as trajeto-
rias possiveis.

A dindmica estocéstica acima define um pro-
cesso markoviano: a probabilidade de transicao
entre dois valores do campo em N e N + dN de-
pende apenas do valor instantaneo ¢(N), e nao
da histéria completa da trajetoria. Essa propri-
edade decorre da hipo6tese de ruido branco, dado
pela eq.(31), que implica auséncia de memoria
temporal no setor infravermelho coarse-grained.

A descri¢ao equivalente ao nivel probabilistico
¢ dada pela equacao de Fokker—Planck associ-
ada ao processo markoviano. Para a distribuicao
Py (¢) do campo coarse-grained, obtém-se

O primeiro termo codifica o transporte deter-
ministico induzido pelo drift classico, enquanto o
segundo representa a difusdo no espago de campo
produzida pelo ruido quantico. Assim, a equacio
de Langevin e a equagao de Fokker—Planck consti-
tuem duas descrigoes complementares do mesmo
fendmeno: a primeira no nivel das trajetorias,
a segunda no nivel da distribuicao de probabi-
lidade.

Uma vez conhecida Py (¢), o valor esperado de
qualquer funcgéo local do campo é obtido por

(F () = / A6 F(6) Px(6),  (33)

o que explicita o sentido em que o setor infra-
vermelho pode ser tratado como uma variavel
classica estocastica: todos os correladores locais
relevantes podem ser reconstruidos a partir da
PDF [31].

Em regime estacionario (OyP = 0), obtém-se
a distribuigao de equilibrio

8m2V
Pute) xexp| -] ey
que é, em geral, nao-gaussiana. Consequente-

mente, nao é consistente assumir linearidade ou
gaussianidade a priori ao analisar observaveis de-
rivados dessa distribuicao [32].

Além disso, a estrutura espectral do operador
de Fokker—Planck permite determinar tempos de
relaxacao, funcoes de autocorrelacao e, em po-
tenciais com multiplos minimos, taxas de tran-
sicao entre dominios. O formalismo estocastico
captura, portanto, efeitos cumulativos e genuina-
mente nao-perturbativos, como inflagao eterna,
regimes dominados por difusdo ou dindmicas pro-
ximas a pontos criticos do potencial.

4 Aplicagoes
4.1 Buracos Negros Primordiais

Buracos negros primordiais podem se formar
a partir do colapso gravitacional de sobredensi-
dades suficientemente grandes no campo de con-
traste de densidade primordial [33],

OPyn(¢) _ 0 [V 0% [H?
ON  0¢ |3H? Pnio)| + 0p? | 82 Pn(o)| - 5= op ) (35)
(32) p
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Uma caracterizagao conveniente da condicao de
colapso ¢ dada pela compaction function C(r),
que mede o excesso de massa dentro de uma esfera
de raio r [34]. A formagao ocorre quando, no
momento de entrada no horizonte, C(r) excede
um valor critico C. determinado numericamente.

Como a fracdo de PBHs formados depende ex-
ponencialmente da cauda da distribuicao estatis-
tica das flutuagoes, o problema é extremamente
sensivel & nao-gaussianidade [35]. Pequenas mo-
dificagoes na PDF de ¢ podem produzir variagoes
de muitas ordens de magnitude na abundéancia fi-
nal.

Consideramos um campo espectador leve Yy,
com potencial quadratico

1
V(X) = 7m2X2 )

5 m? < H? | (36)

evoluindo durante inflagao em um fundo aproxi-
madamente de Sitter. No regime estocéstico, o
campo atinge o equilibrio com [31, 30|

_ 3H!
- 8m2m?

=0, (3 (37)
Embora a média seja nula, as flutuacoes de ener-

gia sdo intrinsecamente nao-lineares [37],

dpx(x) _ x(x)?
{Px) (x?)

de modo que a varidvel relevante obedece a uma
distribuicao do tipo gaussiana ao quadrado, ge-
rando caudas nao-gaussianas significativas.

1, (38)

Apos o fim da inflagdo, o campo espectador y
(curvaton) passa a oscilar em torno do minimo do
potencial e comporta-se efetivamente como maté-
ria nao relativistica [37-39]. Sua energia é poste-
riormente transferida ao setor de radiagao atra-
vés de um processo de decaimento perturbativo
caracterizado por uma taxa I', que controla o mo-
mento da conversao de sua fragdo de energia em
perturbagoes de curvatura. Quando o campo es-
pectador decai, sua fragao de energia 2, & con-
vertida em perturbagoes de curvatura ¢, cuja es-
tatistica herda essa estrutura nao-gaussiana.

No regime em que as auto-interagoes sao rele-
vantes, a expansao perturbativa convencional fa-
lha para campos leves. O formalismo estocés-
tico permite calcular diretamente a distribuicao
conjunta de dois pontos do campo. Para tempos

iguais, ela pode ser escrita como [32]
AN L 2 /
pQX(Xu rix 7r) - ﬁ wO(‘r)w()(:C )

S () (a) [a e — Pl (30)
n=0

onde

my nm?

T= SH (40)

e 1, sao autofuncgoes ortonormais do operador de
Fokker—Planck.

A fungao de correlacao de ¢, é entao obtida
integrando a distribuigao conjunta,

()G () = / dxdx' COOCO) P+ (A1)

e o espectro de poténcia resulta da transformada
de Fourier,

3— 4m2 2m2

dm. T2 - 2m; dm,
2°  3m? 2~ 3072 k '\ 3mE?
Pty = 2 ) (5

Impondo o limite observacional [13]
Pc, (0.05Mpe™') <1071, (43)

obtém-se a restrigao

2
moos

73 203 (44)

para H ~ 10'3 GeV.
O critério de formacao de PBHs pode ser ex-
presso pela compaction function [34,35]

Clr) = Cilr) = s Cilr . (49

B , _ 6(1+w)

Ci(r) = = f(w)rd'(r) f(w)—m
(46)

A abundéancia final depende da PDF completa
de (. A partir das correlagdes do campo x cal-
culadas via formalismo estocéstico, determina-se
numericamente P(C}), calcula-se a fragao inicial
de colapso 3(r), definida como a fragao da densi-
dade de energia que colapsa em PBHs na entrada

Cadernos de Astronomia, vol. 7, n° Especial, 61-71 (2026)

66



Efeitos Nao-Lineares: uma nova janela para o Universo primordial

T. Miranda

no horizonte da escala r, e evolui-se essa quanti-
dade até o presente para obter

QpBH

frBH = (47)

Qpm
que representa a fracao atual da matéria escura
constituida por PBHs.

Na referéncia [10], encontramos que PBHs na
faixa de massas de asteroide,

1070, <M <1079\ (48)
podem constituir toda a matéria escura para

H >102GeV,1078GeV <T' <1078 GeV
(49)

aqui assumimos a aproximacao de decaimento
instantaneo, na qual a conversao ocorre quando
H ~ T, tratando a transferéncia de energia como
abrupta. Essa hipotese simplifica a relagao en-
tre a fracao de energia {2, no momento do de-
caimento e a amplitude final de (,, mas ignora
efeitos dinAmicos associados a um processo pro-
longado.

Apesar desses resultados, permanecem ques-
toes em aberto. A determinacdo precisa da fun-
¢ao de massa dos PBHs requer estender o cal-
culo da PDF além da truncagao de monopolo em-
pregada na reconstrugao de P(Cj). Além disso,
a possivel deteccao de um fundo estocastico de
ondas gravitacionais associado & formagao desses
objetos — por exemplo, por missoes como LISA
— poderia fornecer um teste observacional direto
do cenario. Finalmente, a exigéncia de que fppp
nao exceda a fragdo observacionalmente permi-
tida pode impor limites superiores sobre o valor
méximo atingido por €1, antes do decaimento,
restringindo ainda mais o espago de parametros
do modelo.

4.2 Cenarios Alternativos: Universo
Colapsante

Modelos com fase de contragao seguidos por um
mecanismo de bounce oferecem uma alternativa a
inflagdo como origem das estruturas em larga es-
cala [41,42]. Tanto em uma expansao acelerada
quanto em uma contragao desacelerada, o com-
primento de Hubble comével diminui, permitindo
que flutuagoes quénticas inicialmente sub-Hubble
cruzem para o regime super-Hubble. A questao

central é se essas flutuagOes permanecem adia-
béticas ou se podem modificar a estabilidade da
solucao classica.

Consideramos um campo escalar canénico com
potencial exponencial [43,44]

V(¢) = Voe "0, (50)

Essa escolha nao é arbitraria: potenciais expo-
nenciais admitem solugoes exatas de poténcia
para o fator de escala,

a(t) oc [tf?, (51)

permitindo caracterizar de maneira analitica
tanto a dindmica de fundo quanto o espectro de
perturbagoes. Além disso, eles emergem natu-
ralmente como aproximagoes efetivas em teorias
com dimensoes extras compactificadas.

Dependendo do valor de )y, esse modelo des-
creve inflagao (p > 1), colapso ekpirdtico (p < 1)
ou colapso sem pressao (p = 2/3).

Para analisar a dindmica introduzimos as vari-
aveis adimensionais do espago de fase [15]

. Ko _ RVEV
V6H' V3H

que satisfazem a restricao de Friedmann 2242 =
1. O sistema possui os pontos criticos

(Ax) :

(52)

_ o

2
(B): xB_\/é’ yB:\II—%. (54)

A estabilidade depende do sinal de H. Em uni-
verso colapsante (H < 0), a solugao de escala
é estavel apenas para potenciais negativos ingre-
mes! (A3 > 6). Para potenciais positivos planos,
incluindo o caso sem pressao, o ponto fixo é classi-
camente instavel, conforme demonstrado em [15].

A equagdo de Mukhanov—Sasaki para uma so-
lucao de poténcia pode ser escrita na forma de
Bessel, com indice

3 1 3 A

Vet L1 et e

(55)

No caso ekpirético, o potencial é negativo e suficien-
temente ingreme (A3 > 6). A energia potencial negativa
compensa parcialmente a contribui¢ao cinética no balango
da equagao de Friedmann, permitindo uma contragdo com
equagao de estado efetiva w > 1. Esse regime suprime ani-
sotropias classicas e estabiliza a solugdo de fundo frente a
perturbagoes lineares.
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A solugado normalizada ao vicuo adiabatico no re-
gime sub-Hubble conduz, no limite super-Hubble
(Ikn| = 0), a [40]

i [T (w2
5(10k’ - aV 4rk |]€7’]|‘V‘71/2 ) (56)

o que implica um espectro de poténcia

HN\?, 4o,
Proox (a2) Baf2. 0

O indice espectral é portanto
ns—1=3-2v|. (58)

O tilt depende apenas de |v|, sendo invariante
sob a transformacao v — —v [17]. Essa sime-
tria reflete o facto de que a solucao geral contém
dois modos independentes, e que a transformacao
equivalente em p troca o modo dominante com o
modo subdominante no regime super-Hubble.

Em particular, um espectro quase invariante
de escala (ns ~ 1) pode ser obtido tanto para
v = +3/2 quanto para v = —3/2. O primeiro
caso corresponde & inflagdo quase-de Sitter, na
qual o modo constante domina fora do horizonte.
O segundo corresponde ao colapso sem pressao
(w = 0), em que o modo dominante é temporal-
mente crescente. Nesse regime, as perturbacoes
super-Hubble crescem como dp o« H, acompa-
nhando o aumento de H? durante a contracao.
A obtengao de invariancia de escala estd, por-
tanto, diretamente ligada & instabilidade da so-
lucao classica de colapso sem pressao.

Na referéncia [16], linearizando a dinAmica pro-
xima ao ponto de escala zp e incluindo o ruido
quéntico obtém-se a equacao de Langevin

_, N -6

' =m(z —zp) + &, m=—_— (59)

A variancia pode ser decomposta como
2 _ 2 2
Og = Uz,cl + Ux,qu ’ (60)
sendo a contribui¢cao quéntica proporcional a
=) ’H? 61
Ere X g(v,0)K . (61)

O comportamento depende crucialmente do si-
nal de v. Para v > 0 (inflacdo e colapso ekpiro-
tico), as perturbagoes sao adiabéticas e nao des-
locam a trajetoria classica no espago de fase, re-
sultando em dz = 0. Para v < 0, ocorre difusao
genuina no espaco de fase.

No caso critico do colapso sem pressdo (v =
—3/2), o espectro é aproximadamente invariante
de escala e a variancia cresce como uma trajetoria
aleatoria (random walk),

3 H?
2

~_2 2 (NN 62
Ta,qu 12877M§1( «=N), (62)

levando a condicao de backreaction

HN| >[5 (]\158_” WM 69)

Portanto, para que a difusdo estocastica des-
vie a trajetoria classica antes de atingir a escala
de Planck, sdo necessérios aproximadamente 134
e-folds de colapso iniciando em energia suficiente-
mente baixa. Caso contrario, a fase de contragao
permanece efetivamente classica até o regime de
gravidade quéntica.

Apesar de a analise acima mostrar que um es-
pectro quase invariante pode emergir durante a
fase de contracao, a sua relevancia fisica exige a
conexao consistente com a fase de expansao atra-
vés do bounce. Essa transicdo nao é trivial: as
varidveis normalizadas usuais z = k¢/(V6H) e
y = kV/V/(v/3H) tornam-se singulares quando
H — 0, deixando de fornecer uma descri¢ao re-
gular da dindmica exatamente no regime em que
o acoplamento entre contragdo e expansao deve
ser controlado.

Uma formulagao verdadeiramente robusta re-
quer, portanto, um conjunto de varidveis bem de-
finidas no ponto H = 0, capaz de acompanhar
a evolugao estocastica através do bounce. Além
disso, resultados recentes mostram que mesmo
flutuagoes quénticas de campos teste geram ine-
vitavelmente fontes adicionais, como o cisalha-
mento estocéstico, durante a contragao [18], o que
reforca a necessidade de uma descrigao geral que
conecte contragao, bounce e expansao dentro de
um tnico quadro dindmico.

5 Conclusao

O formalismo estocastico oferece uma exten-
sao da dindmica inflacionaria para regimes onde
a difus@o quéantica compete com o drift classico.
Ao reformular a evolucado do setor infravermelho
como um processo markoviano no espaco de fase,
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ele permite determinar nao apenas correlagoes
médias, mas a distribuicdo completa de proba-
bilidade do campo primordial.

Em cenarios de producao de PBHs, essa abor-
dagem revela a sensibilidade exponencial da
abundéncia as caudas nao-gaussianas da PDF.
Em modelos colapsantes, mostra explicitamente
como a obtencao de um espectro quase invariante
de escala pode estar associada a instabilidades di-
namicas e a possiveis efeitos de backreaction antes
do regime de Planck.

Esses resultados apontam para uma questao
mais geral: sob quais condi¢bes os métodos es-
tocasticos permanecem vélidos além do regime
inflacionario de slow-roll.
abordagem requer uma série de ingredientes te-
oricos [19]. Em primeiro lugar, a validade da
aproximagao de universos separados, cuja exten-
sao para fases nao inflacionarias ou nao expansi-
vas tem sido recentemente discutida na literatura.
Em segundo lugar, uma compreensao cuidadosa
das escolhas de gauge e da relagao entre o gauge
espacialmente plano e gauges associados a super-
ficies de densidade uniforme ou de expansao uni-
forme. Por fim, o controle da transi¢cao quantico—
classica das perturbacoes, tipicamente associada
ao squeezing dos modos.

Nesse sentido, tanto cenarios dominados por
flutuagbes raras quanto modelos cosmoldgicos al-
ternativos a inflacao oferecem laboratoérios teori-
cos naturais para explorar os limites de validade
dessa descricao e aprofundar nossa compreensao
da fisica do Universo primordial.
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