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1 Campo escalar massivo

A expressão geral para o tensor energia-
momento dessa teoria de campo escalar não mi-
nimal é dada por

Tµν =∂µϕ∂νϕ− 1

2
gµνg

κλ∂κϕ∂λϕ+[
ξ
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2
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2
]
ϕ2, (1)

supondo que a função de acoplamento não mí-
nimo f(ϕ) seja dada por f(ϕ) = 1

2ξϕ
2 onde ξ é o

parâmetro conforme [1].
Para evitar divergências do produto de ope-

radores de campo no mesmo ponto do espaço-
tempo, esse tensor é escrito em diferentes pontos
do espaço-tempo como
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onde τ é o operador de ordenamento temporal.1.
1Aqui estamos usando a notação abreviada xµ ≡ x =

(x0, x⃗)

Assim, o tensor energia-momento torna-se

Tµν(x) = lim
x′→x

{
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onde
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e
Iµν = − i

2
gµνn

κ
0n0κ + i n0µn0ν . (5)

Para quantificar os efeitos térmicos e de tamanho,
precisamos calcular o valor esperado no vácuo do
tensor energia-momento. Este é dado por

⟨Tµν(x)⟩ = ⟨0|Tµν(x)|0⟩
= lim

x′→x

[
iΓµν G0(x− x′)− Iµν δ(x− x′)

]
, (6)

onde

iG0(x− x′) = ⟨0|τ
(
ϕ(x)ϕ(x′)

)
|0⟩, (7)

é o propagador do campo escalar massivo, que
pode ser escrito como

G0(x− x′) = − im

4π2

K1

(
m
√
−(x− x′)2

)
√

−(x− x′)2
(8)
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no espaço de coordenadas x. Aqui Kν é a fun-
ção de Bessel modificada, a qual pode ser escrita
como

Kν(x) = i−ν Jν(ix) = e−νππ/2Jν(xe
iπ/2) (9)

onde Jν são definidas como as funções de Bessel
do primeiro tipo [2]. Nosso foco é investigar Bura-
cos Negros Regulares (BNR) dentro desta teoria.
Um BNR pode ser visto como uma solução das
equações de campo de Einstein com simetria esfé-
rica, cujo elemento de linha pode ser expressado
como segue

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2

(
dθ2 + sen2θ dϕ2

)
,

(10)
onde f(r) é uma função geral de r que pode ser
escrita na forma

f(r) = 1− 2Mrp−1

[rq + r0q]
p/q

. (11)

Aqui M é a massa do BNR, q e p são parâmetros
inteiros e r0 pode ser vista como a carga magné-
tica ou o comprimento de Hubble do BNR, para
uma escolha adequada de p e q, tais como nos
casos das soluções de Bardeen (p = 3, q = 2) e
Hayward (p = q = 3), respectivamente [3, 4]. A
principal quantidade que precisamos determinar
é Γµν , conforme definido na Eq. (4). Ela assume
a forma

Γµν =
1

2
gµν∂

κ∂′
κ − ∂µ∂

′
ν+

ξ (gµν□−∇µ∇ν)+
1

2
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2 (12)

2 Dinâmica térmica de campo

Nesta seção, é brevemente apresentada uma te-
oria quântica e térmica conhecida como forma-
lismo TFD. Para uma revisão desse formalismo,
ver as referência [5]. Esse formalismo considera
o valor esperado no vácuo de um operador arbi-
trário como equivalente à média estatística. Para
isso, deve-se propor um novo estado fundamen-
tal, denominado vácuo térmico. Assim, o valor
médio de um operador arbitrário O em um vácuo
térmico é definido como

O = ⟨0(β)|O|0(β)⟩ (13)

onde β = 1/(kBT ), com kB sendo a constante
de Boltzmann e T a temperatura. Essa constru-
ção requer dois ingredientes: (i) o espaço de Fock
dobrado ST dado pelo produto tensorial

ST = S ⊗ S̃, (14)

onde S é o espaço de Fock padrão e S̃ é o es-
paço dual (til). (ii) A transformação de Bogoli-
ubov, que envolve uma rotação entre S e S̃com
D parâmetros, um para cada dimensão na forma
α = (α0, α1, ..., αD−1) onde α é o parâmetro de
compactificação
Outra característica do formalismo TFD é a in-
trodução de um parâmetro de compactificação no
propagador da teoria. Aqui, introduzimos esse
parâmetro no propagador do campo escalar [6],
começando com a expressão

GAB
0 (x− x′;α) = i⟨0(α)|τ

[
ϕA(x)ϕB(x′)

]
|0(α)⟩

= i

∫
d4x
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onde

GAB
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0 (k)B(α), (16)

com

GAB
0 (k) =

(
G0(k) 0

0 ηG∗
0(k)

)
(17)

e G0(k) é o propagador do campo escalar definido
previamente2. Seu componente físico é dado pelo
componente A = B = 1, de modo que

GAB
0 (k;α) = G0(k) + η v2(k;α) [G∗

0(k)−G0(k)] ,
(18)

onde v2(k;α) é a transformação de Bogoliubov
generalizada. Nesse contexto, vamos reescrever
o valor esperado no vácuo do tensor energia-
momento, dado na Eq. (6), usando a notação
no espaço duplicado. Assim,

⟨T (AB)
µν (x;α)⟩ = lim

x′→x

[
iΓµν G

(ab)
0 (x− x′;α)−

Iµν δ(x− x′)δAB
]
, (19)

onde δAB é o delta de Kronecker. Para obter um
tensor energia-momento físico que leve a quan-
tidades finitas, é necessário um procedimento de

2Aqui A, B=1,2 representam o espaço duplicado e
G∗

0(k) é o complexo conjugado de G0(k).
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renormalização. Aqui, aplica-se a prescrição de
Casimir. O tensor energia-momento finito resul-
tante é dado por

Tµν(ab)(x;α) = ⟨Tµν(ab)(x;α)⟩ − ⟨Tµν(ab)(x)⟩.
(20)

Com esse procedimento, obtemos uma quanti-
dade física mensurável, explícitamente

Tµν(ab)(x;α) = i lim
x′→x

{
Γµν(x, x

′)G
(ab)
0 (x− x′;α)

}
,

(21)
onde

G
(ab)
0 (x−x′;α) = G

(ab)
0 (x−x′;α)−G

(ab)
0 (x−x′).

(22)

3 Resultados e conclusões

Consideramos aqui um campo escalar mas-
sivo acoplado de forma não mínima à gravidade.
Utilizando a estrutura topológica do formalismo
TFD, investigamos efeitos térmicos e de tamanho,
considerando um BNR como fundo gravitacio-
nal. Adicionalmente, calculamos a lei de Stefan-
Boltzmann e o efeito Casimir para o campo esca-
lar massivo em um espaço-tempo curvo. Nossos
resultados mostram que essas quantidades exi-
bem comportamentos distintos quando diferentes
BNRs são considerados. Comparamos também os
resultados para BNRs com aqueles obtidos para o
buraco negro de Schwarzschild. Embora os resul-
tados para o buraco negro de Schwarzschild e para
o BNR de Hayward apresentem singularidades,
os resultados para o buraco negro de Bardeen são
sempre finitos (Figura 1). Para as pressões de Ca-
simir, quando os espaço-tempos de Schwarzschild
e Hayward são considerados, há uma transição
de força atrativa para repulsiva. Além disso, para
um r menor do que o horizonte de eventos, a força
é repulsiva e infinitamente grande. Para o buraco
negro de Bardeen, a força é sempre atrativa e fi-
nita. Tanto para a pressão de Casimir quanto
para a energia, no regime r ≥ 0, as soluções de
BNR consideradas apresentam pequenas diferen-
ças e, para grandes raios, as três soluções tendem
ao mesmo valor negativo (Figura 2). Compara-
dos com a solução de Reissner-Nordstrom (RN)
para um buraco negro carregado, nossos resulta-
dos sugerem que apenas valores próximos às car-
gas extremas de cada solução podem reproduzir
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Figura 1: Comparação entre a energia (E) e o raio (r)
para diferentes fundos gravitacionais: buraco negro de
Schwarzschild (linha contínua), RBH de Bardeen (trace-
jada) e RBH de Hayward (pontilhada). Aqui, usamos
E = E×10−9, M = T = 1, ξ = 1/6 e r0B = 0,8, r0H = 1,1,
de acordo com [7]. Note o comportamento singular para
as energias de Schwarzschild e Hayward em r = 2M e
r = −r0H , respectivamente.

o comportamento correspondente no caso RN (
Figura 3).
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Figura 2: Pressão de Casimir (PC) (acima) e energia de
Casimir EC (abaixo) em função do raio (r) para diferentes
fundos: buraco negro de Schwarzschild (linha contínua),
buraco negro regular de Bardeen (linha tracejada) e bu-
raco negro regular de Hayward (linha pontilhada). Aqui
usamos P = PBHℏc, onde PBH = PCS , PCB , PCH . Além
disso, assume-se que M = 1, b = 10−6 [8, 9], ξ = 1/6 e
r0B = 0,8, r0H = 1,1, de acordo com [7].
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