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1. Introducao

Func¢oes multivaluadas sao uma generalizacao do conceito de func¢ao onde a imagem
de cada ponto do dominio consiste em um subconjunto do contradominio. Para diferenciar
de fungoes usuais, denotamos uma funcao multivaluada ¢ de X em Y por ¢: X — Y.
Neste trabalho, limitamos o nosso estudo a classe das fungoes n-valuadas, que sao as
funcoes multivaluadas cuja imagem de cada ponto do dominio consiste em exatamente n

pontos do contradominio.

Quando X e Y sao espacos topoldgicos, podemos definir uma nogao de continuidade
para fun¢oes multivaluadas, e em particular para as n-valuadas. Usamos o termo aplica¢cao
n-valuada para nos referirmos a uma funcao n-valuada continua. Podemos entao tentar
generalizar a teoria de pontos fixos de fungoes continuas para este novo contexto, onde
dizemos que z € X é um ponto fixo da aplicagao n-valuada ¢: X — X se z € ¢(x), ou

seja, se x ¢ um dos elementos de sua imagem por ¢.

Existe uma identificacao natural entre fungoes n-valuadas ¢: X — Y e funcoes
$: X — D,(Y) cujo contradominio D,,(Y') é o n-espago de configuragcao nao-ordenado de

Y, que é o quociente do n-espago ordenado

E,(Y):={(y1,...,un) €Y"; ys #y; se i # j}
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pela acdo livre de S, que permuta os indices. E possivel mostrar que essa identificacio

preserva a continuidade.

Por definicao, o grupo de trangcas com n cordas de um espaco X é o grupo funda-
mental de D,,(X), enquanto que o grupo de trancas puras com n cordas de X é o grupo
fundamental de F,,(X). Com isso, é possivel traduzir problemas topologicos de ponto fixo
em problemas algébricos sobre os grupos de trancas do espaco considerado. Essa parece
ser uma boa abordagem para estudar pontos fixos de aplica¢oes n-valuadas em superficies,

cujos grupos de trangas sao conhecidos.

2. Metodologia

Fazemos uma pesquisa tedrica, lendo diversos livros e artigos relacionados ao as-
sunto e reobtendo os resultados publicados em [2] com demonstra¢oes mais simples e
elementares sempre que possivel, visando tornar a teoria acessivel para um leitor com
conhecimento bésico de topologia, teoria de grupos e conceitos elementares de topologia

algébrica como grupo fundamental e homologia.

3. Resultados Principais

Teorema 1. Eziste uma bijecao natural entre fungoes n-valuadas ¢: X — Y e fungoes
O: X — DY), que faz corresponder a ¢ a fungao ® definida por ®(z) = w(y1, ..., Yn),
onde ¢(x) = {y1,...,yn}. Além disso, se Y for Hausdorff, entao ¢ é continua se e

somente se ® o for.

Teorema 2. Sejam X um espaco Hausdorff simplesmente conexo com a propriedade do
ponto fixo e ¢p: X —o X wuma aplicacao n-valuada. Entao, ¢ possui pelo menos n pontos
fixos. Em particular, seque do Teorema do Ponto Fizo de Brouwer que o disco fechado

k-dimensional D possui a propriedade do ponto fizo para aplicacoes n-valuadas.

Teorema 3. Sen > 2, toda aplicacio n-valuada ¢: S* —o S?* possui pelo menos n pontos

fizos.

Teorema 4. Toda aplicacio n-valuada ¢: RP?* — RP?* possui pelo menos n pontos

fizos.

Teorema 5. Sejam X uma superficie compacta sem bordo diferente de S* e RP? e

¢: X —o X uma aplicagao n-valuada. Entao,

(a) ¢ € homotdpica a uma aplicagdo n-valuada livre de pontos fixos se, e somente se,

existe um homomorfismo ¢: m(X) — By ,(X) que completa o sequinte diagrama,



onde t1,: Dy ,(X) = X X D,(X) € ainclusao:

By, (X)
o
:)0//,/ l(bl,n)*

1 (X) % By(X)

-
-
-

m (X)(idx xP)

(b) Se ¢ for split e d for um levantamento de ¢, entdao ¢ € homotopica a uma apli-
ca¢do n-valuada livre de pontos fixos se, e somente se, existe um homomorfismo
p: m(X) = Poi1(X) que completa o sequinte diagrama, onde tyy1: Frp(X) —
X X F,(X) € a inclusao:

Pn+1(X)
~
g l(ml)*
7Tl(X (im*ﬂ-l(){) X Pn(X)
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