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Este trabalho apresenta uma introducao a teoria de modulos sobre anéis comutati-
vos com unidade, explorando suas defini¢oes, propriedades e resultados fundamentais. Por
meio de uma abordagem teorica e construtiva, sao discutidos conceitos como submoédulos,
homomorfismos, moédulos quocientes, soma direta, moédulos livres e o Lema de Nakayama.
O objetivo é oferecer uma base solida para a compreensao dessa estrutura algébrica que
generaliza espacos vetoriais e possui aplicacoes em diversas areas da matemética, como

algebra homologica e geometria algébrica.

1. Introdugao

A teoria de modulos sobre um anel comutativo com unidade generaliza de maneira
natural o conceito de espaco vetorial, permitindo que técnicas lineares sejam aplicadas
em contextos algébricos mais amplos. Este tema é central na algebra moderna, nao ape-
nas para o entendimento da estrutura dos anéis, mas também como ferramenta essencial
em areas como topologia algébrica e geometria algébrica. Neste trabalho, apresentamos
uma introdugao aos conceitos fundamentais da teoria de moédulos, com énfase em defini-
¢oes, exemplos, propriedades e resultados classicos, visando oferecer uma base soélida para

estudos mais avancgados.

2. Metodologia

Este trabalho foi desenvolvido a partir do estudo de textos fundamentais em al-
gebra comutativa, com énfase na construcgao légica dos conceitos. Partimos da definigao

basica de modulos e fomos progressivamente explorando suas propriedades e aplica¢oes. A



organizacao do contetdo segue uma linha natural de aprendizado, onde cada novo tépico

se apoia nos anteriores, criando uma compreensao solida e interligada dos temas.

3. Resultados Principais

Definicao 3.1. Sejam A um anel e M um conjunto nao-vazio com operagoes:

+  MxM-—M, -:AxM—M

Dizemos que (M, +,-) é um AA-mddulo se satisfaz os oito axiomas de estrutura
maodulo, incluindo comutatividade, associatividade, existéncia de elemento neutro e inver-
sos, distributividade e compatibilidade com a unidade de A.

Proposicao 3.1 (Propriedades Basicas). Seja M um A-mddulo. Entao:
a) O elemento neutro da soma em M ¢é inico;
b) O inverso aditivo de qualquer elemento em M € unico;
c) 04-v=0p,Yv e M;
d) a-0p =0y, Va € A
e) (—14) -v=—v,Yv e M.

Definigao 3.2. Seja M um A-mdodulo. Um subconjuto N C M é chamado A-submaddulo
de M se:

1. Op € N;
2. u+v € N,Vu,v € N;
3. av e NNVae Aeve N.

Proposigao 3.2. Seja M um A-mddulo. Se {N;}icr € uma colegio de A-submddulos de
M, entao ﬂ N; é um A-submddulo de M.

iel
Defini¢ao 3.3. Sejam M e N A-mddulos. Um morfismo de A-mddulos (ou homomor-

fismo de A-mddulos) € uma fungao f: M — N que satisfaz:
1. fu+v) = f(u) + f(v),Vu,v € M;
2. flav) =af(v),Ya€e A eve M.

Proposicao 3.3. Seja f: M — N um morfismo de A-maodulos. Entao: f € injetiva se,

e somente se, ker f = {0}

Teorema 3.1 (1° Teorema de Isomorfismos de A-moédulos). Seja f : M — N um

isomorfismo de A-mddulos. Entao

T ey
v+ ker f— f(v)

— f



€ um isomorfismo de A-maodulos.

Defini¢ao 3.4. A soma direta da cole¢ao {M,};c; de A-mddulos é

@Mi = {v € HMl | supp(v) éﬁm’to} .

el el

Para cada v = (v;)ier € HMi,supp(v) ={iel|v#0y}.
iel
Teorema 3.2. Sejam {M;}icr uma cole¢ao de A-mddulos, N um A-mdédulo e seja {1; :

M; — N}ier uma colegao de morfismos de A-mddulos. Entao, existe um inico morfismo
de A-mddulos 1) : @M@ — N tal que ¢ o 6; = ;,Vj € I (coproduto).

iel
Definigao 3.5 (Moédulo Livre). Um A-mddulo M € livre se existe um conjunto I tal que
M = AD)

Proposigao 3.4. O conjunto {e; | i € I}, onde e; — §;(14), forma uma base para AY).

Teorema 3.3. Seja M um A-mddulo. Entao M € livre se, e somente se, M admite pelo

menos uma A-base.

Lema 3.1 (Lema de Nakayama). Sejam M um A-mdédulo finitamente gerado, a um ideal
de A tal que a C Jy e aM = M. Entdao, M = {0y }.

Corolario 3.1. Sejam M um A-mddulo finitamente gerado, a um ideal de A,a C T4, N
um A-submaodulo de M tal que M = aM + N. Entao, N = M.

Dentre os resultados demonstrados no estudo, destacam-se o Primeiro Teorema de
Isomorfismo e o Lema de Nakayama, que possuem implicagoes profundas na estrutura de

modulos e anéis.

4. Conclusao

O estudo realizado permitiu uma compreensao sélida dos conceitos iniciais da teoria
de moédulos, evidenciando sua importancia como generalizagao de estruturas lineares e sua
aplicabilidade em diversas areas da matematica. Os resultados classicos obtidos, como
o Teorema de Isomorfismo e o Lema de Nakayama, nao apenas ilustram a elegancia da

teoria, mas também abrem caminho para investigagoes futuras.
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