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1. Introdugao

O estudo dos sistemas quase lineares esta relacionado intimamente ao estudo das
equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), que descrevem processos nos quais a mudanga
em relagao a uma medida ou dimensao é causada pelo proprio processo, surgiram no

século XVII, com contribuicoes importantes de Newton, Leibniz e os irmaos Bernoulli.

A busca por solu¢bes mais especificas para essas equacoes, frequentemente usadas
para modelar sistemas dinamicos, levou ao desenvolvimento de técnicas voltadas para di-
namicas populacionais. Os sistemas que sao usados para modelar essas dindmicas podem
ser lineares, nao-lineares ou a juncao (os quase lineares). Como muitas dessas equagoes
nao tém solugoes analiticas, é necessario estudar sua analise qualitativa, adentrando no
problema da linearizagao e estabilidade desses sistemas. O objetivo desse trabalho é apre-
sentar o conceito de sistemas quase lineares, e a sua relagao com a teoria da estabilidade
no sentido de Lyapunov, além do seu papel na modelagem matematica em sistemas dina-
micos, mas especificamente em dindmicas populacionais, tendo como exemplo o modelo

predador-presa.

2. Metodologia

Partindo do estudo dos textos da referéncia inspirou o estudo mais aprofun-

dado dos sistemas quase lineares, e procurou-se textos mais recentes para relacionar a



modelagem e a teoria de estabilidade com esses sistemas. A teoria nao é nova, mas ha
muitos trabalhos recentes aprofundando neste tema, relacionando mais ainda com a teoria

de sistemas dindmicos.

Portanto, a metodologia do pesquisa fora teérica com uma revisao bibliogréfica

simples. Outras referéncias estudadas foram [[2] e [3]|

3. Resultados Principais

Os sistemas lineares sdo expressos por z'(t) = A(t)x(t) + b(t), em que A(t) é uma
matriz n x n, b(t) é um vetor n x 1 chamado for¢ante e x(t) é o vetor de estado n x 1.
Nos sistemas nao lineares, a dindmica ¢ descrita por z’'(t) = f(x), onde f : R" x R — R”
nao é linear em x. Além disso, se faz necessario a introducao da definicao de um sistema

dindmico autdénomo.

Definicao 1. Um sistema dindmico auténomo € aquele cuja a evolugao depende apenas

do estado atual
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Definicdo 2. Dizemos que T € R™ é um ponto critico do sistema]] se f() = 0.

Como a estabilidade de pontos criticos em sistemas nao lineares geralmente nao
pode ser obtida de forma explicita, utiliza-se uma aproximacao linear em torno do ponto

critico.

O sistema ¢é entdo escrito como z/(t) = A(t)x(t)+g(x) onde g(0) = 0 e g(x) satisfaz

l9()]
|z]

Quando essa condicao é valida, o sistema ¢é dito quase linear na vizinhanca do ponto

— 0 quando z — 0.

critico 7 = 0.
Teorema 1. Um sistema do tipo
) = F(xy,29)

(2)

xy = G(x1,19)

¢ dito quase linear em uma vizinhanca U C R? de um ponto critico T € U se as funcoes

F(x1,29) e G(x1,32) sdo duas vezes diferencidveis e de classe C' em U.

Teorema 2. (Critério de Estabilidade de Lyapunov) Considere o PVI 2'(t) = f(x)
com condi¢ao inicial z(tg) = xo um sistema. Sejam T € U C R"™ um ponto critico e

V :U — R de classe C*. E, assuma que,



o V(x) € localmente definida positiva em torno de T.

o V'(z) é localmente semi-definida negativa em torno de T.
Entao T € ponto critico estdvel.

Partindo do Teorema de Lyapunov, propoe o uso de uma fungao de energia (ou
fungao de Lyapunov) V(z), que deve ser positiva. A derivada negativa dessa fungao ao
longo da trajetoria do sistema garante que o sistema esté se movendo em dire¢ao ao ponto

critico.

4. Conclusao

A estabilidade no sentido de Lyapunov é fundamental no estudo dos sistemas quase
lineares, pois, por nao possuirem solucao explicita, sua analise deve ser feita de forma qua-
litativa. Dessa maneira, é possivel caracterizar a estabilidade em uma vizinhanca proxima
aos pontos criticos e obter informagoes relevantes sobre o plano de fase do sistema. Outra
ferramenta importante é a estabilidade por linearizacao, que estabelece uma relacao entre
as trajetorias e o comportamento do sistema quase linear e do sistema linear correspon-

dente.

Modelos baseados nesse tipo de sistema aparecem em diversas areas do conheci-
mento. Nas ciéncias biologicas e agrarias, sao utilizados no controle biologico de pragas;
nas ciéncias econémicas, na descricao de flutuacoes em bolsas de valores e na analise de
competicao entre mercados; e nas ciéncias ambientais, em estudos relacionados & captura
e emissao de carbono, entre outros exemplos. Assim, observa-se que os sistemas quase
lineares constituem uma estrutura matemaética versatil, capaz de representar uma ampla
variedade de fenomenos reais por meio de leis de formagao semelhantes, variando apenas

seus parametros.
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